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1 Einfiihrung

1.1 Was ist Spieltheorie?

Spieltheorie ist die Analyse strategischer Entscheidungssituationen, in denen mehrere Spieler
miteinander interagieren.

Dabei ist das Resultat eines Spiels von den Entscheidungen der Mitspieler abhéngig und
alle Spieler sind sich dessen bewusst. Damit stellt sich die Frage nach dem Ergebnis, das
sich ergibt, falls alle Spieler ,,rational* handeln, d.h. ihren (erwarteten) Nutzen maximieren,
wobei sie davon ausgehen, dass ihre Mitspieler ebenso rational handeln.

Urspriinglich ist die Spieltheorie ein Gebiet der theoretischen Wirtschaftswissenschaften,
neuerdings jedoch auch fiir Kiinstliche Intelligenz und Informatik von Interesse, wenn es dar-
um geht, dezentrale, heterogene Systeme von egoistischen Agenten zu modellieren. Wahrend
Losungsbegriffe fiir Spiele bereits bekannt sind, sind noch viele algorithmische Fragen zu be-
handeln. Da die Annahme der Rationalitdt im Fall von kiinstlichen Agenten berechtigter
ist als im Fall natiirlicher Agenten, ist die Spieltheorie fiir die Informatik unter Umsténden
noch sinnvoller und interessanter als fiir die Wirtschaftswissenschaft.

Beispiel 1 (Anflugmanagement an Flughifen). Heute: First-come-first-served, besser wire
aber ein Anflugscheduling unter Beriicksichtigung der verbleibenden Flugbenzinmengen der
ankommenden Flugzeuge. Bei mehreren Fluglinien werden Online-Verhandlungen notwen-
dig.

1.2 Gebiete der Spieltheorie

Zu den Gebieten der Spieltheorie gehtren unter anderem sogenannte strategische Spiele
(Normalform-Spiele), bei denen die Strategien vor Beginn des Spiels festgelegt werden
und das Spielergebnis aus der Strategiekombination resultiert.

Beispiel 2 (Gefangenendilemma). Zwei Gefangene werden getrennt voneinander verhort
und haben die Wahl, die ihnen vorgeworfene Tat zu gestehen und dabei den anderen Gefan-
genen zu belasten oder zu schweigen. Mogliche Ausgénge sind dann, dass

1. beide schweigen, worauf sie mit je drei Monaten Haft bestraft werden,

2. nur einer gesteht, der andere aber schweigt, woraufhin der Kronzeuge frei kommt,
wéhrend der ,,Schweiger® zu zehn Jahren Haft verurteilt wird, oder dass

3. beide gestehen, was fiir beide eine dreijahrige Haftstrafe bedeutet.

Daneben werden extensive Spiele, d.h. Spiele mit mehreren Ziigen, wie etwa Schach oder
wiederholte strategische Spiele, untersucht.
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Es wird zwischen Spielen mit vollstdndigen und unvollstindigen Informationen un-
terschieden, wobei etwa bei Kartenspielen den Spielern in der Regel nur unvollstdndige
Informationen vorliegen.

Koalitions- oder Verhandlungsspiele modellieren Situationen wie Verhandlungen, Ver-
teilungen von Gewinnen oder Wahlen.

In der Implementierungstheorie (Mechanismusdesign) betrachtet man Spiele nicht
nur aus der Sicht der Spieler, sondern auch aus der eines ,,Spieledesigners”, der die Spielregeln
so festlegen will, dass der Gesamtnutzen aller Spieler optimiert wird.

Die wichtigsten Losungskonzepte der Spieltheorie sind die Elimination dominierter Stra-
tegien, Nash-Gleichgewichte und weitere Gleichgewichtsbegriffe.
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2 Strategische Spiele

Definition 3 (Strategisches Spiel). Ein strategisches Spiel G = (N, (4;), (u;)) besteht
aus

e ciner endlichen Spielermenge N,
e fiir jeden Spieler ¢ € N einer nichtleeren Menge A, (von Aktionen/Strategien) und
e fiir jeden Spieler i € N einer Auszahlungsfunktion u; : A — R, wobei

A=1J A
ieN
G heifit endlich, falls A endlich ist.
Oft wird statt einer Auszahlungsfunktionen eine Priferenzrelation >; fiir Spieler i genutzt:
a¥; b gdw. u;(a) > u;(b)
Endliche strategische Spiele werden oft in Matrixform angegeben, wie etwa das folgende
Spiel mit zwei Spielern und je zwei moglichen Aktionen. Spieler 1 ist der Zeilenspieler, Spieler

2 der Spaltenspieler. Bei den Auszahlungen ist jeweils der erste Wert der Nutzen fiir Spieler
1, der zweite Wert der Nutzen fiir Spieler 2.

Spieler 2
L R
T w1, W2 Z1, T2
Spieler 1
B Y1, Y2 21, 22

Wihlt Spieler 1 Aktion T und Spieler 2 Aktion L, dann erhélt Spieler 1 die Auszahlung wy,
Spieler 2 erhilt die Auszahlung ws.

Beispiel 4 (Gefangenendilemma). S sei die Strategie, zu schweigen, G die Strategie, zu
gestehen. Die Auszahlungen sind in Gefdngnismonaten angegeben.

S G
S ~3,-3 ~120, 0
G 0,-120 | —36,—36
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Beispiel 5 (Falke und Taube). Die Spieler kénnen sich in einem Kampf (etwa um Nahrung)
wie ein Falke (F') oder wie eine Taube (T') verhalten. Treffen zwei Tauben aufeinander, teilen
sie sich den Nutzen, trifft ein Falke auf eine Taube, gewinnt der Falke und sichert sich einen
groflen Teil des Nutzens, treffen aber zwei Falken aufeinander, so geht in dem Kampf der
beiden der gesamte Nutzen verloren.

T F

T | 3,3 | 1,4

F | 41 | 0,0

Beispiel 6 (Matching Pennies). Zwei Spieler wihlen jeweils Kopf (K) oder Zahl (Z).
Wahlen beide das gleiche, gewinnt Spieler 1 einen Euro von Spieler 2, wihlen sie etwas
unterschiedliches, erhilt Spieler 2 einen Euro von Spieler 1.

Beispiel 7 (Bach oder Strawinsky). Zwei Personen wollen gemeinsam ein Konzert besuchen,
wobei eine der beiden Personen Bach bevorzugt, wihrend die andere Strawinsky vorzieht.
Beiden ist es wichtiger, in das gleiche Konzert zu gehen wie der Partner, als ihr Lieblings-
konzert zu besuchen. Sei B die Aktion, das Bach-Konzert zu besuchen, S die Aktion, in das
Strawinsky-Konzert zu gehen.

Strawinsky-Fan

B S

B 2,1 0,0
Bach-Fan

s | 00 | 1,2

2.1 Dominierte Strategien

Notation 8. Sei a = (a;)ien ein Strategieprofil (a € A = [[,cy 4i). Dann ist a_; :=
(aj)jen\y und (a—i, a5) = (aj)jev\pugsy = (45)jen = a.

Definition 9 (Strikt dominierte Strategie). Eine Aktion a} € A; im Spiel (N, (4;), (i)
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heifit strikt dominiert, falls es eine Aktion a); € A; gibt, so dass fiir alle a € A gilt:
uj(a-j,a}) > ujla_j,aj)

Bemerkung 10. Es ist nicht rational, strikt dominierte Strategien zu spielen.

2.1.1 lterative Elimination strikt dominierter Strategien

e Streiche die Strategien, die strikt dominiert sind, solange welche da sind.
e Bleibt nur ein Profil iibrig, ist das die Losung.

Beispiel 11. Streiche zunéchst die von der zweiten Zeile strikt dominierte erste Zeile, danach
die von der zweiten Spalte strikt dominierte erste Spalte:

S G

5|38 | 04

G | 40 | 11

)

S G

G | 40 | 11

Beispiel 12. Iterative Elimination strikt dominierter Strategien in drei Schritten:

L R

L R L
T |21 | 00

)

T | 21

jid
M| 12 | 2d M| 1

M| 12 | 21

B | 00 | 1

Bemerkung 13. Nur in den seltensten Fiéllen existiert strikte Dominanz.

Bemerkung 14. Das Ergebnis der iterativen Elimination ist bei strikter Dominanz eindeu-
tig (unabhingig von der Reihenfolge der Elimination).

Definition 15 (Schwach dominierte Strategien). Eine Aktion a} € A; im Spiel (N, (A;), (u;))
heifit schwach dominiert, falls es eine Aktion a) € A; gibt, so dass fiir alle a € A

uj(a_j,ai) > uj(a_j,aj)
und fiir mindestens ein a € A
uj(a_j,ai) > uj(a_y,a;)

Beispiel 16. Das Ergebnis bei iterativer Elimination schwach dominierter Strategien ist im
allgemeinen nicht eindeutig, sondern von der Eliminationsreihenfolge abhingig. Betrachte
dazu folgendes Spiel:
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L R

T | 21 | 00

M | 21 1,1

) )

B | o0 | 1,1

Eliminiert man zuerst T (< M), dann L (< R), so hat jedes noch mogliche Ergebnis (MR oder
BR) das Nutzenprofil (1, 1). Die alternative Reihenfolge, bei der zuerst B (< M), dann R (<
L) eliminiert wird, fithrt hingegen in beiden verbleibenden Strategieprofilen (TL und ML) zu
dem Nutzenprofil (2, 1), das Spieler 1, durch dessen unterschiedliche Wahlmdoglichkeiten bei
der Eliminierung einer schwach dominierten Strategie die unterschiedlichen verbleibenden
Strategieprofile iiberhaupt entstanden sind, einen héheren Nutzen bringt als die beiden im
anderen Fall verbleibenden Strategieprofile MR, und BR.

2.2 Nash-Gleichgewichte

Nash-Gleichgewichte sind das meistbenutzte Losungskonzept der Spieltheorie. Ein Nash-
Gleichgewicht ist eine Strategiekombination, in der kein Spieler durch Abweichung einen
Vorteil erlangen kann.

Beispiel 17. Nash-Gleichgewichte bei Bach oder Strawinsky:

Strawinsky-Fan

B S

B 2,1 0,0
Bach-Fan

s |00 | 1,2

Hier existieren zwei Nashgleichgewichte, ndmlich (B, B) und (S, S).

Definition 18 (Nash-Gleichgewicht). Ein Nash-Gleichgewicht (NG) eines strategischen
Spieles (N, (4;), (u;)) ist ein Profil a* € A von Aktionen mit der Eigenschaft, dass fiir alle
Spieler ¢ € N gilt:

u;i(a*) = wi(a*;,a;) > u;(a*;, a;) fiir alle a; € A;.

Definition 19 (Nash-Gleichgewicht, alternativ). Sei B;(a_;) die Menge von Aktionen a; €
A;, die eine beste Reaktion auf a_; sind, d.h.

Bi(a—;) ={a; € A; | ui(a—i,a;) > ui(a_;,a}) fiir alle a) € A;}.
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Ein Nash-Gleichgewicht a* ist ein Profil mit der Eigenschaft
a; € Bi(a*;) furalleie N.
Wir betrachten auch B(a*):
B((l*) = H Bi(ati)

i€N
Mit dieser Notation ist a* ein Nash-Gleichgewicht gdw. a* € B(a*).

Beispiel 20. Im Gefangenendilemma gibt es genau ein Nash-Gleichgewicht:

S G

S | 3,3 | 0,4

G 4,0 1,1

Beispiel 21. Im Falke-und-Taube-Spiel gibt es zwei Nash-Gleichgewichte:

Taube Falke

Taube 3,3 1,4

Falke 4.1 0,0

Beispiel 22. Im Matching-Pennies-Spiel gibt es kein Nash-Gleichgewicht:

Kopf Zahl
Kopf 1,—1 -1, 1
Zahl -1, 1 1,-1

Beispiel 23 (Auktionsspiel). Eine Second Price Sealed Bid Auction liuft wie folgt ab:
Alle Auktionsteilnehmer geben ein geheimes Gebot fiir das zu versteigernde Objekt ab.
Das hochste Gebot erhélt den Zuschlag, wobei ein Betrag bezahlt werden muss, der dem
zweithdchsten abgegebenen Gebot entspricht.

Formal ergibt sich folgendes Spiel (N, (A4;)ien, (U;)ien):

e N ={1,...,n}, wobei n > 2. Wir schreiben v; € R fiir den Wert (in Euro), den
Spieler i dem zu versteigernden Objekt zumisst. Das Auktionsspiel wird durch die
Werte v; parametrisiert. Wir fordern, dass vy > vy > --+ > v, > 0 gilt.

e Fiir alle i € N ist A; = RT. Dabei entspricht a; € A; einem Gebot von a; Euro.
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e Die Nutzenfunktionen wu; sind wie folgt definiert: Erhélt Spieler ¢ den Zuschlag, so
ist u;(a) = v; — maxa_,;. Der Spieler erhiilt das Objekt (Nutzen v;), muss aber den
hochsten von den anderen Spielern gebotenen Betrag bezahlen (Ausgabe maxa_;).
Wenn Spieler ¢ den Zuschlag nicht erhilt, dann ist w;(a) = 0. Spieler ¢ erhélt in a den
Zuschlag, wenn a; = maxa gilt und 4 die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft ist. Bei
gleichen Geboten wird also der Spieler mit dem niedrigsten Index bevorzugt.

Eine schwach dominante Strategie fiir Spieler ¢ besteht darin, v; zu bieten. Fiir den Beweis
der schwachen Dominanz ist zu zeigen, dass v; eine beste Antwort auf alle Aktionsprofile
a_; der anderen Spieler ist und es zu jedem anderen Gebot a; mindestens ein Profil a_; gibt,
auf das v; eine echt bessere Antwort ist als a;.

Fiir die zweite Eigenschaft sehen wir, dass v; echt besser ist als a; # v;, wenn alle anderen
Spieler (v; + a;) bieten.

Fiir die erste Eigenschaft unterscheiden wir zwei Félle: Erhdlt Spieler ¢ in a = (a—;,v;)
den Zuschlag, ergibt sich v; > maxa_; und somit u;(a) = v; — maxa_; > 0, also ein nicht-
negativer Nutzen. Eine bessere Strategie gibt es nicht: Ohne den Zuschlag hétte ¢ den Nutzen
0, und andere Strategien, die zum Zuschlag fiihren, bieten denselben Nutzen.

Erhalt Spieler ¢ in a = (a—;, v;) nicht den Zuschlag, so ergibt sich ein Nutzen von 0. Wiederum
geht es nicht besser: Andere Strategien, die nicht zum Zuschlag fithren, haben den Nutzen 0,
und Strategien, die zum Zuschlag fithren, haben einen Nutzen von héchstens 0, da maxa_; >
v; st (sonst hétte Spieler i bereits mit dem Gebot v; den Zuschlag erhalten). Somit ist v;
in jedem Fall eine beste Antwort.

Ein Profil schwach dominanter Strategien a* bildet stets ein Nash-Gleichgewicht: Da eine
schwach dominante Strategie eine beste Antwort auf alle Strategieprofile ist, ist a; insbe-
sondere fiir jeden Spieler ¢ eine beste Antwort auf a* ;.

2.2.1 lterative Eliminierung und Nash-Gleichgewichte

Lemma 1. Seien G = (N, (A;)ien, (ui)ien) und G' = (N, (A))ien, (u})ien) strategische
Spiele, so dass G’ aus G durch Elimination einer strikt dominierten Strategie entsteht. Dann

gilt: a* ist ein Nash-Gleichgewicht von G genau dann, wenn a* ein Nash-Gleichgewicht von
G’ ist.

Beweis. Sei a; die Strategie fiir Spieler i, die beim Ubergang von G zu G’ eliminiert wird.
Es gibt also eine Strategie a;“ € A, so dass ui(a—;,a;) < ui(a—g, a;“) fir alle a_; € A_;.

Sei zuerst a* ein Nash-Gleichgewicht von G. Dann ist a] eine beste Antwort auf a*;, es
gilt also u;(a*) = u;(a*,;,al) > u;(a*,;,a) fir alle a; € A;, also insbesondere u;(a*;,af) >

—ir @4 —i —ir @4
u;(a ¥

( *;,a;). Da aufgrund der strikten Dominanz w;(a* ;, a;) < u;(a*;,a;") gilt, muss a} # a;
sein.

—i ira

—is _
Die Gleichgewichtsstrategien a; werden beim Ubergang zu G’ also nicht eliminiert. Fiir alle
Spieler j € N ist a} in G eine beste Antwort auf a ;. Wegen A’ C A; gilt dies dann natiirlich
auch in G’. Somit ist a* auch ein Nash-Gleichgewicht von G'.

Sei umgekehrt a’* ein Nash-Gleichgewicht von G’. Zu zeigen ist, dass a’* auch ein Nash-
Gleichgewicht von G ist. Da fiir alle Spieler j die Beziehung A; 2 A’ gilt, ist dazu nur

zu zeigen, dass a;* auch in G eine beste Antwort auf a’*, ist. Fiir Spieler j # ¢ muss a;-*



2 Strategische Spiele

eine beste Antwort auf a”*; sein, da A; = A’; gilt und somit die Bedingungen fiir G und G’
identisch sind.

Da A; = A, U{a;} ist und a* unter den Strategien in A/ eine beste Antwort auf a’*; ist,
miissen wir nur zeigen, dass a; keine bessere Antwort ist. Dies folgt daraus, dass einerseits
ui(a’*) = ui(a’*;,al*) > wi(a*;,af) (da a’* ein Nash-Gleichgewicht in G ist und af € A/
ist) und andererseits u;(a’*;,a;) < u;(a’*;,a;) (da a; von a; dominiert wird) gilt. Also ist

a’ auch ein Nash-Gleichgewicht von G. O

Satz 2. Wenn ein strategisches Spiel sich durch die Methode der iterativen Eliminierung
strikt dominierter Strategien eindeutig losen ldisst, so ist das resultierende Strategieprofil ein
Nash-Gleichgewicht, und zwar das einzige Nash-Gleichgewicht in diesem Spiel.

Beweis. Mehrfache Anwendung von Lemma [1| (Induktion) ergibt, dass zwei Spiele G und
G’ dieselben Nash-Gleichgewichte besitzen, wenn G’ aus G durch iterative Eliminierung
entsteht.

Liefert nun das Verfahren der iterativen Eliminierung, ausgehend von G, das Spiel G’ als
eindeutige Losung, so hat in G’ jeder Spieler nur eine Strategie. Das einzig mégliche Stra-
tegieprofil in G’ ist automatisch ein Nash-Gleichgewicht in G’, und zwar das einzige. Da G
und G’ dieselben Nash-Gleichgewichte besitzen, folgt die Behauptung. O

Zusammenfassend ldsst sich iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Nash-Gleichgewichten
folgendes sagen: Es gibt strategische Spiele, wie etwa Matching Pennies, in denen keine
Nash-Gleichgewichte existieren. In endlichen strategischen Spielen gibt es jedoch immer
mindestens ein Nash-Gleichgewicht, wenn wir zulassen, dass die Spieler ihre Strategien ran-
domisieren. Nash-Gleichgewichte sind im Allgemeinen nicht eindeutig. Sind die Auszah-
lungsfunktionen in Matrixform gegeben, so kénnen Nash-Gleichgewichte einfach berechnet
werden, fiir randomisierte Spiele ist das (vermutlich) nicht der Fall.

2.3 Strikt kompetitive Spiele und Maximin-Strategien

Definition 24 (Strikt kompetitive oder Nullsummenspiele). Ein strikt kompetitives
Spiel oder Nullsummenspiel ist ein strategisches Spiel G = ({1, 2}, (A;), (u;)) mit

ui(a) = —us(a) fiir alle a € A.

Beispiel 25. Matching Pennies:

Kopf Zahl
Kopf 1,-1 -1, 1
Zahl | —1, 1 1,-1

10
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Beispiel 26. Ein Spiel mit je drei Aktionen pro Spieler:

L M R
T 8,—8 3,-3 | -6, 6
M 2,-2 | -1, 1 3,-3
B | -6, 6 4,-4 8,—8

Es existiert kein Nash-Gleichgewicht. Versuche also, den eigenen Schaden zu minimieren.
Bestimme etwa fiir Spieler 1 Zeilenminimum des Nutzens, d.h. den Nutzen, den Spieler
1 sicher hat, wenn er die der Zeile entsprechende Aktion wihlt, hier also (—6;—1;—6)".
Also entscheidet sich der Rationale/Paranoide fiir M, wenn er iiber die Minima maximiert.
Fiir Spieler 2 erhilt man (—8; —4; —8). Dieses Vorgehen ist fiir Paranoiker/Pessimisten in
Ordnung, aber wenn man anféingt zu iiberlegen, dass der andere Spieler genau so denkt, ...,
also kein Nash-Gleichgewicht. Aber angenommen es gibt ein Nash-Gleichgewicht, dann wird
dieses mit Maximinimierer erreicht, wie wir gleich sehen werden.

Definition 27 (Maximinimierer). Sei G = ({1,2}, (A;), (u;)) ein Nullsummenspiel. Eine
Aktion z* € A; heifit Maximinimierer (MM) fiir Spieler 1 in G, falls

min u; (z* > min uq(x fir allex € A
e 1( ’y)*yeAz 1( 7y) 1

und y* € As heifit Maximinimierer fiir Spieler 2 in G falls

i *) > mi fiir all A,.
min uz(x,y") > min us(z,y) iir alle y € Ay

Bemerkung 28. Wenn ein Nash-Gleichgewicht in einem Nullsummenspiel existiert, so ist
dies eine Kombination von Maximinimierern. (vgl. Satz [4| und Beweis dazu.)

Lemma 3. Sei G = ({1,2}, (A;), (w;)) ein Nullsummenspiel. Dann gilt

max min us(z,y) = — min max u;(x,y)
yEAs zEA, ’ yEAs €A, ’

Beweis. Es gilt fiir beliebiges reellwertiges f

min(~f(z)) = —max(f(2)). (2.1)

z

Damit gilt fiir alle y € Ao

) I B
min up(z,y) = max(-uz(z,y))

= ﬁﬁ’f(ul(x’y))' (2:2)

11
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SchlieBllich erhalt man

max min us(x,y) 21 in —[min uy(z,y)]
yEAs z€EA, yEAs €A,

II¥

— min max uy(z,y).
YEA> z€ A ’

Satz 4. Sei G = ({1,2}, (4;), (u;)) ein Nullsummenspiel. Dann:

1. Falls (x*,y*) ein Nash-Gleichgewicht von G ist, dann sind x* und y* Maziminimierer
fiir Spieler 1 bzw. Spieler 2.

2. Falls, (z*,y*) ein Nash-Gleichgewicht ist, dann gilt:

max min v (z,y) = min maxu (z,y) = uy (z*,y")
T y y T

3. Falls max, min, u;(z,y) = miny max, ui(z,y) und z* und y* Maziminimierer von
Spieler 1 bzw. Spieler 2 sind, dann ist (x*,y*) ein Nash-Gleichgewicht.

Beweis. 1. Sei (2*,y*) ein Nash-Gleichgewicht. Nach der Definition von Nash-Gleichgewichten
ist ug(x*,y*) > uo(a*,y) fir alle y € Ay. Wegen u; = —us folgt uy (x*, y*) < ui(a*,y)
fiir alle y € Ay. Also

* ok _ . *
Ul(l’ Y ) - ynelhr;ul(x ay)

< i 2.3

< max min u(z,y) (2.3)
Auflerdem gilt nach der Definition eines Nash-Gleichgewichtes aus der Perspektive von
Spieler 1, dass ui (x*, y*) > wq(z,y*) fir alle € Ay, also uq (2%, y*) > minye 4, w1 (z,y)
fir alle € A;. Damit gilt auch wi(z*, y*) > max,eca, minge 4, u1(x,y). Zusammen
mit Ungleichung folgt daraus

*f) = i 2.4
up (2™, y") gafgfﬁU1(x,y) (2.4)

Also ist z* ein Maximinimierer.

Analog erhélt man fiir Spieler 2, dass y* ein Maximinimierer ist:

uz(z*,y") max min uz(z,y) (2.5)

2. Aus Gleichung [2.5| folgt mit Lemma [3| dass us(z*,y*) = —minye 4, maxzea, ui(x,y)
und daraus wegen u; = —ug, dass w1 (z*,y*) = minye 4, max,ea, u1(z,y). Zusammen
mit Gleichung [2:4] erhélt man

u(#%,y") = min max u(z,y) = max min u(z,y).

Insbesondere folgt daraus, dass alle Nash-Gleichgewichte fiir alle Spieler denselben
Nutzen haben.

12
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3. Seien z* und y* Maximinimierer von Spieler 1 bzw. Spieler 2 und gelte max, min, u1(x,y) =
min, max, u1(z,y) =: v*. Wegen Lemma [3|ist —v* = maxyc 4, minge 4, uz(x,y). Da-
mit und da z* und y* Maximinimierer sind, gilt

up(z*,y) > v* fiir alle y € As bzw. (2.6)

ug(x,y*) > —v* fir alle x € Ay (2.7)

Insbesondere gilt fiir x = 2* und y = y*: ui(a*,y*) > v* und wa(z*,y*) > —v*. Aus
,U*

Yy
der letzten Ungleichung erhélt man wegen u; = —us9, dass uj(z*, y*) < v*, insgesamt
also uq (z*,y*) = v*.

Wegen Ungleichung[2.6]gilt uy (z*,y) > ui (2%, y*) fiir alle y € Ay bzw. wegen uy = —uy
dquivalent ug(z*,y) < ug(x*,y*) fir alle y € Ay, d.h. y* ist eine beste Antwort auf x*.

Analog erhilt man wegen Ungleichung up(z,y*) < wuq(z*,y*) fir alle z € Ay, d.h.
auch z* ist eine beste Antwort auf y*. Damit ist (z*,y*) ein Nash-Gleichgewicht.

Insgesamt folgt, dass man, wenn es mehrere Nash-Gleichgewichte gibt, sich immer ein be-
liebiges aussuchen kann, da alle den gleichen Nutzen liefern. O

Beachte, dass strikt kompetitive Spiele im Wesentlichen fiir Brettspiele interessant sind,
jedoch nicht fiir die Wirtschaft.
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