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Satz 2 (Satz von Nash):
Jedes endliche strategische Spiel hat ein Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien.

Beweisidee:

Betrachte mengenwertige Funktion (= Korrespondenz) der besten Antworten:
B: R4l _, QRZi 14, ]

(Anm: 2% Potenzmenge, Menge aller Teilmengen.)

B(a) = X Bi(a-i)
iEN
« ist Fixpunkt der Korrespondenz B
& a€ B(o)
&« ist Nash-Gleichgewicht

Dann liegen Punkte auf der Fixpunktdiagonalen.

Erinnerung:
Eine Menge X C R" ist kompakt, wenn
1. sie beschrénkt ist, d.h. es gibt obere und untere Schranken

2. und wenn sie auflerdem abgeschlossen ist, d.h. jede konvergente Folge von Elementen aus
X hat den Grenzwert in X.
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Eine Menge X C R" ist konvex, wenn fiir z,y € X und beliebiges A € [0, 1] gilt:

M+ (1-ANyeX
Eine Korrespondenz f : X — 2V ist ober-hemi-stetig, falls ihr Graph
G(f)={z.y) |z e X, ye fla)}
eine abgeschlossene Menge ist.

Eine Funktion f: R™ — R ist quasi-konkav, falls fiir alle z € R gilt:
die Menge {x € R™ | f(z) > z} ist konvex.
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Abbildung 3.1: Die ersten beiden Graphen sind konvex, der dritte nicht.

Satz 3 (Fixpunktsatz von Kakutani):

Sei A C R™ eine nicht-leere, kompakte und konvexe Menge und sei aufierdem f : A — 24 eine
ober-hemi-stetige Korrespondenz, so dafl f(z) C A eine nicht-leere, konvexe Menge fiir jedes z € A
ist.

Dann hat f einen Fixpunkt, d.h. es existiert ein x € A mit z € f(z).

ohne Beweis.

Beweis:(des Satzes von Nash):

Zeige, daf} der ,,Satz von Kakutani“ anwendbar ist.

(1) X; A(A;) ist nicht-leer, konvex und kompakt.

(vgl. HA 3.2.1 77)
(2) U; ist fiir fixes a—; linear in eigener gemischten Strategie, d.h. 3;,7; € A(4;) gilt:

Ui(a,i, ABi + (1 — )\)'Yi) = )\Ui(a,i, ﬁl) + (1 — )\)Ui(a,i,%) fir A € [0, 1] (*)

(Anm: Mogliche Interpretation: Man spielt Metastrategie: mit Wahrscheinlichkeit A spielt
man [; und mit Wahrscheinlichkeit (1 — X) spielt man ~;)

Daraus folgt U; stetig in A(A4;).
Stetige Funktionen auf kompakten Mengen haben ihr Maximum in der Menge.

= B;(«a_;) ist eine nicht-leere Menge. B(«) ist nicht leer.
(3) B(a) ist konvex, da B;(«;) konvex ist:
Sei o}, o € Bi(a—;), d.h.
Ui(a—i, o) = Ui(a—i, o)

wegen (*) gilt dann auch
a4+ (1= Nai € Bi(a_;)
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(4) z.z.: (o™, ™) Folge in Graph(B) mit lim,, . (a™, ") = («, §).
Dann (o, 8) € Graph(B).

Beweis:

Sei a”, 8", a, B € Xien A(4)
mit 3" € B(a"), lim, .o (a", ") = (o, B).

Dann gilt fiir alle ¢ € N:

uil (B ) e f il Jim (57, @)
el Jim (87, a,)
B beste Angvort auf a”, nh_{rgo (B 0™ ) fiir alle 3 € A(A;)
Stetigkeit wi((B, lim o) fiir alle 3] € A(A;)
Dol ui((B, i)

— [3; beste Antwort auf o_; fiir alle i € N
— € B(a)

— (a, ) € G(B).

Satz 4 (Verallgemeinerung des Satzes von Nash):
Sei G = (N, (A;), (u;)) ein strategisches Spiel, so dass fiir jedes i € N

1. A; eine nicht-leere, konvexe und kompakte Menge ist und
2. wu; stetig in A und quasi-konkav in A; ist

Dann besitzt G ein Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien.

Beweisidee:

Ahnlich wie ,Nash“, Quasi-Konkavitét von u; impliziert Konvexitit der Antwortmenge.



