Beweis:

(a) Sei (z*,y*) ein Nash-Gleichgewicht.

= u(rV,y") = ue(zt,y)
ST (et yt) < w(ety)
= wui(z*,y") = mingea, w(z*,y)
< maxgea, mingea, u1(z,y) (+)
AufBerdem:
up(z*,y*) > wi(x,y") fiir alle z € A
= u(z*,y*) > min u(z,y) fiir alle x € A
yEA2
= *’ * > . ,
ue®,y") 2 mex minu(z,y) (+++)
(+),(+++) = w(z*,y") = max minui(z,y) (++++)
r€EA yeAs
= z* ist Maximinimierer.
Analog fiir Spieler 2:
uz(z,y") = Imax min uz(z,y)
us(z*,y") = wrrg;fw(xyy*)
= y* ist Maximinimierer.
Daraus folgt a)
(b)
uz(x*,y*) bemma - hin max ur(x,y)
yEAy x€EA;
= ui(z*,y* = min max uq(z,
1(z%, ") min max uy(z,y)
(++4++)

Daraus folgt b)

max min u1(z,y)
T€EA] yeAs ’
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fiir alle y € Aq
fiir alle y € Aq

(++)

(Anm: Daraus folgt insbesondere auch, dass alle Nash-Gleichgewichte fiir alle Spieler densel-

ben Nutzen haben)

;= max min uq(z,y) = min max uy(z,y)

Da a* Maximinimierer: ui(x*,y) > v* f.a. y € Ay [

Da y* Maximinimierer: us(x,y*) > —v* fa. z € 4; ©

Setze a:::w; , Y=y~

wegen [

r€A;] ycAs yEAs z€ Ay
= a. 1
Uy (x*’ y*) Z ,U* § .
up(z*,y*) > —vr pw(ahy) =0
=u(z*,y*) < o
up(z®,y) > w(z*,y” fiir alle y € Ay
us(z*,y) < wa(z™,y") fiir alle y € Ay



10

= y* beste Antwort auf x*.

wegen © uy(x,y™) < wup(x*,y") fiir alle z € A3

= z* beste Antwort auf y*

= (x*,y*) ist Nash-Gleichgewicht.
(Anm: Insgesamt folgt, wenn es mehrere NG gibt, so kann man sich immer eines aussuchen.)
(Anm: Strikt kompetitive Spiele sind im Wesentlichen fiir Brettspiele interessant, jedoch nicht fiir
die Wirtschaft.)
O



Kapitel 3

Gemischte und korrelierte
Strategien

Motivation: Was tun bei Nicht-Existenz von Nash-Gleichgewichten?
~» randomisierte Strategien!
Notation:

(N, (A;), (u;)) Spiel.

o A(A;) die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber der Menge A;
»gemischte Strategien a; € A(A4;)

a;(a;) Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl von a; € A;

e Ein Profil (o)ien € X;eny A(4;) induziert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A =
X en A; wie folgt:

pla) = H a;(a;)

iEN
Fir A/ C A= X,y As

p(A) =3 p@)=>Y J]aila)

acA’ acA’ ieEN
Beispiel:
Spieler 2
Kopf Zahl

Kopf -1 1
. 1 -1

Spieler 1 . .
Zahl 1 1

Abbildung 3.1: Matching Pennies

Fiir Spieler 1 betrachte die gemischte Strategie: a1 € A({K, Z})

Oél(K): , Oél(Z):*

2
3
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12 KAPITEL 3. GEMISCHTE UND KORRELIERTE STRATEGIEN
Fiir Spieler 2 betrachte die gemischte Strategie: ay € A({K, Z})

az(K) = % as(Z) = %
P(K,K) = ay(K) - aa(K) = % W
P(K. 2) = ar(K) - 0s(2) = 5 — ~1
p(Z,K) = a1(2) - as(K) = % N
p(Z,2) = a1(Z) - aa(Z) = % 41

Notation: , erwarteter Nutzen“

Ui(a) = Ui((a)jen) = Z H aj(a;) | ui(a)

a€A \jEN
=p(a)
Im Beispiel:
Ui(ar, ag) = —%

1
Us(on,a2) = +§

Notation: Sei a; eine gemischte Strategie. Die Unterstiitzungsmenge (support) von «; ist die
Menge
supp(a;) = {a; € A;|lai(a;) > 0}

Definition 3 (gemischte Erweiterung):

Die gemischte Erweiterung eines strategischen Spiels (N, (4;), (u;)) ist das Spiel (N, (A(A4;)), (U;)),
in dem A(A;) die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber den Aktionen A; ist und U; der
erwartete Nutzen iiber a;, U; : X ey A(4;) — R jedem o € X Ajen(A;) den erwarteten Nutzen
fiir Spieler ¢ unter der von « induzierten Wahrscheinlichkeitsverteilung (der erwartete Nutzen von
«) zuordnet.

Definition 4 (Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien):
Sei G ein strategisches Spiel. Ein Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien von G ist
ein Nash-Gleichgewicht der gemischten Erweiterung von G.



