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Die Sorte der natirlichen
Zahlen



Eine Vereinfachung von Listen

Erinnern wir uns an liste (beliebige Elementsorte): el
. . Jan-G
(define-record-procedures leere-liste Soe
make-leere-liste leer?
Die Sorte der
() ) natiirlichen

Zahlen
(: make-leere-liste (-> leere-liste))

(define leer (make-leere-liste))
(define liste

(signature

(mixed leere-liste nll )))

(define-record-procedures nll

kons nichtleer?

(kopf rumpf))
(: kons (%a liste -> liste ))
(: kopf (nll -> %a))
(: rumpf (nll -> liste ))



Eine Vereinfachung von Listen

Erinnern wir uns an liste (beliebige Elementsorte): el
. . Jan-G
(define-record-procedures leere-liste Soe
make-leere-liste leer?
Die Sorte der
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Zahlen
(: make-leere-liste (-> leere-liste))

(define leer (make-leere-liste))
(define liste
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Eine Vereinfachung von Listen

Erinnern wir uns an liste (beliebige Elementsorte): el
. Jan-G
(define-record-procedures null-sorte Soe
make-null-sorte null?
Die Sorte der
() ) natiirlichen

Zahlen
(: make-null-sorte (-> null-sorte))

(define null (make-null-sorte ))
(define natiirlich
(signature
(mixed null-sorte mnichtnull-sorte)))
(define-record-procedures nichtnull-sorte
sukz nichtnull?
( priad))
(: sukz (matiirlich -> natiirlich))

(: prdd (nichtnull-sorte -> natiirlich))



Natirliche Zahlen: Bemerkungen

@ Wir haben soeben die Sorte der natiirlichen Zahlen als
gemischte Sorte aus zwei Recordsorten selbst definiert,
genauso wie wir das vorher fiir zahlenliste und andere
Listensorten getan haben.

@ Wir haben wieder deutsche Namen verwendet, um
Kollisionen auszuschlieBen: null, Sorte natiirlich,
Konstruktor sukzessor (Nachfolger), Selektor pradezessor
(Vorgénger).

@ Die Definition ist sehr dhnlich wie die fiir Listen, aber
sogar noch einfacher!

o Fiir theoretische (mathematische) Uberlegungen zu den
natiirlichen Zahlen ist diese Vorgehensweise genau die
richtige!
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Konstruktionsanleitung 7 (Listen)

Erinnern wir uns an die Schablone fiir eine Prozedur, die eine
(Zahlen-)Liste konsumiert:

(: p ((zahlenliste) -> 7))
(define p
(lambda (1)
(cond
((Qeer? ) ...)
((nichtleer? 1)
(kopf 1)
(p (rumpf D) ...))))

o Fiille zuerst den leer?-Zweig aus.

o Fiille dann den nichtleer?-Zweig aus unter der
Annahme, dass der rekursive Aufruf (p (rumpf 1)) das
gewiinschte Ergebnis fiir den Rest der Liste liefert.
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Ubersetzung auf natiirliche Zahlen

(: p ((natiirlich) -> 7))
(define p
(lambda (n)
(cond
((null? n) ...)
((nichtnull? n)
(p (prad n))
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Rekursion flir natiirliche Zahlen

Wie geht es jetzt weiter?

entwickeln
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Rekursion flir natiirliche Zahlen entwickeln

Wie geht es jetzt weiter?
Wir kdnnten jetzt langere Zeit mit den selbst definierten

natiirlichen Zahlen weiterarbeiten, wie wir das fiir Listen getan
haben. Das tun wir nicht! Warum?
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Rekursion flir natiirliche Zahlen entwickeln

Wie geht es jetzt weiter?

Wir kdnnten jetzt langere Zeit mit den selbst definierten
natiirlichen Zahlen weiterarbeiten, wie wir das fiir Listen getan
haben. Das tun wir nicht! Warum?

@ Einmal reicht! Wir wiirden nichts Neues liber das
Selbst-Bauen von Sorten lernen.

@ Im Falle der natiirlichen Zahlen ware es gar zu kiinstlich
und ineffizient, nicht die eingebaute Sorte zu verwenden.

Warum dann die letzten Folien?
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Rekursion flir natiirliche Zahlen entwickeln

Wie geht es jetzt weiter?

Wir kdnnten jetzt langere Zeit mit den selbst definierten
natiirlichen Zahlen weiterarbeiten, wie wir das fiir Listen getan
haben. Das tun wir nicht! Warum?

@ Einmal reicht! Wir wiirden nichts Neues liber das
Selbst-Bauen von Sorten lernen.

@ Im Falle der natiirlichen Zahlen ware es gar zu kiinstlich
und ineffizient, nicht die eingebaute Sorte zu verwenden.

Warum dann die letzten Folien?

@ Wir verstehen, dass die natiirlichen Zahlen konzeptionell
eine gemischte Sorte aus zwei Recordsorten, sehr dhnlich
zu den Listen, sind, und kénnen dementsprechende
Konstruktionsanleitungen wiederverwenden.
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Weg von den selbst definierten natiirlichen Zahlen

Erster Schritt: Sorte natural verwenden

Die Konstruktoren und der Selektor fiir natiirliche Zahlen sind:

; Konstruktor fiir Null
(: zero natural)
(define zero 0)
; Konstruktor fir Nachfolger
(: succ (natural -> natural))
(define succ
(lambda (x) (+ x 1)))
; Selektor
(: posnat (natural -> boolean))) ; Hilfspradikat
(define posnat (lambda (n) (positive? n)))
(: pred ((predicate posnat) -> natural))
(define pred
(lambda (x) (- x 1)))
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Weg von den selbst definierten natiirlichen Zahlen

Zweiter Schritt: Welche Namen werden verwendet?

@ Das ,Sortenpradikat” zero? ist eingebaut und wir werden
es verwenden.

@ Statt pred n werden wir (- n 1) verwenden.

@ Wir werden kein , Sortenpradikat"” nichtnull?
verwenden; stattdessen ein , else".

Wir werden dies in Kiirze sehen . ..
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Prozeduren, die natiirliche s
/ahlen konsumieren :



Beispiel: die Fakultatsfunktion
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Die Fakultdtsfunktion ist folgendermaBen definiert:

nl = n-n-1)-n—-2)-...-1
Das heiBt,
1! = 1 Beispiel
20 = 2
3 = 6

1 = 24



Ansatz fiir gemischte Daten
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Die natiirlichen Zahlen sind konzeptionell eine gemischte Sorte, R
also verwenden wir den Ansatz fiir gemischte Daten:

; n! berechnen
(: factorial (natural -> natural))
(define factorial

(lambda (n) Beispiel
(cond
((zero? n) ...)
(else o)

Beachte: kein ,,Sortenpradikat” nichtnull?, sondern ein else.



if statt cond
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Da wir es bei natiirlichen Zahlen immer mit zwei Fillen 2

(Mischung aus null-sorte und nichtnull-sorte) zu tun
haben, verwenden wir if anstelle von cond:

; n! berechnen
(: factorial (natural -> natural)) o
(define factorial Beispicl
(lambda (n)
(if (zero? n)

)



Weiter mit Ansatz fiir zusammengesetzte Daten
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Im else-Zweig gilt (> n 0), also ist die Vorgangerfunktion auf .
n anwendbar. Wir wenden also den Selektor auf das Argument sma
an, wie immer bei zusammengesetzten Daten
(nichtnull-sorte ist als Record definiert):

; n! berechnen
(: factorial (natural -> natural))
(define factorial
(lambda (n)
(if (zero? n)

Beispiel

(... (=n 1) ...

Anstatt (pred n) schreiben wir (- n 1).



Rekursiver Aufruf

. . . . . . Informatik |
Ganz genau wie bei Listen rufen wir factorial nun rekursiv

Jan-G
auf: i

; n! berechnen
(: factorial (natural -> natural))
(define factorial
(lambda (n)
(if (zero? n) I

(factorial (- n 1)) ...)))

e Die Definition war: nl:=n-(n—1)-(n—2)---1
@ Daher ist (factorial n) gleich
(* n (factorial (- n 1))).



Fertiger , else“-Zweig
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; n! berechnen
(: factorial (natural -> natural))
(define factorial
(lambda (n)
(if (zero? n)

Beispiel

(x n (factorial (- n 1))))))

Es fehlt der (Basis-) Fall (factorial 0) ...



(factorial 0)
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Um (factorial 0) zu, berechnen, betrachten wir die
Berechnung von (factorial 1) und schauen nach, wie e
(factorial 0) definiert sein miisste, damit das Richtige
herauskommt:

(factorial 1)

=> (if (zero? 1) ... (x 1 (factorial (- 1 1))))
=> (¥ 1 (factorial (- 1 1))) Beispiel
=> (x 1 (factorial 0))
=> (¥ 1 (if (zero? 0) ... (*x 0 (factorial (- 0 1)))))
= (x1 ...)
; die einzige Moglichkeit ist ... =1
=> 1

Damit (factorial 1) gemaB rekursiver Prozedur richtig
berechnet wird, muss (factorial 0) als 1 definiert sein.



0! in der Mathematik
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0! ist in der Mathematik in der Tat als 1 definiert.

Die Fakultat von 0 ist das leere Produkt, welches als das
neutrale Element der Multiplikation definiert ist, also 1.

Beispiel
Auch in unserer Prozedur brauchen wir, dass (factorial 0)
als das neutrale Element der Multiplikation definiert ist.



Die fertige Prozedur
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; n! berechnen
(: factorial (natural -> natural))
(define factorial
(lambda (n)
(if (zero? n)
1
(x* n (factorial (- n 1))))))

Beispiel



Konstruktionsanleitung 8 (natiirliche Zahlen)
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Eine Prozedur, die eine natiirliche Zahl konsumiert, hat
folgende Schablone: S

(: p (natural -> 7))
(define p
(lambda (n)
(if (zero? n)

Konstruktions-

(p (-n 1)) ..0N e

o Fiille zuerst den zero?-Zweig aus.

e Fiille dann den , else"-Zweig aus unter der Annahme, dass
(p (- n 1)), der rekursive Aufruf von p, das gewiinschte
Ergebnis fiir den Vorganger der natiirlichen Zahl liefert.



Nichttermination

termination



Nichttermination
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Ja

Eine rekursive Funktion, die nicht eine der
Konstruktionsanleitungen fiir Listen oder natiirliche Zahlen
verwendet, muss nicht immer ein Ergebnis liefern. i

termination



Nichttermination

Beispiel: direkter rekursiver Aufruf
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Ja
; nichts tun
(: waste-time (natural -> natural))
(define waste-time
(lambda (x)
(waste-time x)))

Nicht-
termination

Terminiert nicht:

(waste-time 0)
=> (waste-time 0)
=> (waste-time 0)
=>



Nichttermination

Beispiel: Fehler in der Schablone (Selektor vergessen)
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; n! nicht berechnen
(: notfac (natural -> natural)) s
(define notfac
(lambda (n)
(if (zero? n)
1
(* n (notfac n)))))

Nicht-
termination

Terminiert nicht:

(notfac 2)
=> (* 2 (notfac 2))
=> (% 2 (x 2 (notfac 2)))
=> (¥ 2 (*x 2 (*x 2 (notfac 2))))
= (* 2 (*x 2 (x 2 (x 2 (notfac 2)))))



Nichttermination

Beispiel: Fehler in der Schablone (Fallunterscheidung/Basisfall vergessen)
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; n! nicht berechnen Jan
(: notfac2 (natural -> natural))
(define notfac2
(lambda (n)
(* n (notfac2 (- n 1)))))

Terminiert nicht: Nicht-

termination

(notfac2 4)
=> (*x 4 (notfac2 3))
=> (x 4 (* 3 (notfac2 2)))
=> (x 4 (x 3 (x 2 (notfac2 1))))
= (x4 (*x 3 (*x 2 (x 1 (notfac2 0)))))
=> (x4 (*x 3 (x2 (x1 (x 0 (notfac2 -1))))))



Terminierende Berechnungsprozesse
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@ Ein Berechnungsprozess terminiert, falls er nach endlich
vielen Berechnungsschritten mit einem Wert endet.

@ Andernfalls ist der Berechnungsprozess nichtterminierend.

@ Eine Prozedur, die nach der Konstruktionsanleitung fiir
Listen bzw. fiir natiirliche Zahlen geschrieben ist, Nche.
terminiert fiir jede signaturgem&Be Eingabe. termination

@ Im Allgemeinen ist das Problem der Nichttermination
nicht I6sbar (siehe Informatik Ill, 3. Semester).

@ Man kann , Termination" oder ,, Terminierung" sagen.



Rekursion auf mehreren
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Rekursion auf mehreren Argumenten

@ Manche Prozeduren konsumieren mehrere natiirliche
Zahlen, z.B. die eingebauten arithmetischen Operatoren.

@ Wir werden jetzt betrachten, wie in diesen Fallen rekursive
Prozeduren konstruiert werden kdnnen.

@ Um ein einfaches Beispiel zu haben, nehmen wir die
natiirlichen Zahlen und definieren die bindren plus,
minus, times. Wir tun also so, als gibe es +, -, und *
noch nicht.

@ Wir werden die Problematik spater auch an Listen
wiedersehen.
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Unser Ausgangspunkt

Die Konstruktoren und der Selektor fur natiirliche Zahlen sind: Informatik |

; Konstruktor fiir Null '9@
(: zero natural)
(define zero 0)
; Konstruktor fir Nachfolger
(: succ (natural -> natural))
(define succ
(lambda (x) (+ x 1)))
; Selektor Rekursion auf
(: posnat (natural -> boolean))) ;Hilfspradikat e e
(define posnat (lambda (n) (positive? n)))
(: pred ((predicate posnat) -> natural))
(define pred
(lambda (x) (- x 1)))

Von nun ab verwenden wir + und - nicht mehr.



Die Prozedur plus

Wir beginnen mit Signatur, Geriist und Testfallen:

; plus: zwei natiirliche Zahlen addieren
(: plus (natural natural -> natural))
(define

plus
(lambda (n m)
...

(check-expect (plus zero zero) zero)
(check-expect (plus (succ zero) zero) (succ zero))
(check-expect

(plus (succ (succ (succ zero)))

(succ (succ zero)))
(succ (succ (succ (succ (succ zero))))))
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Konstruktionsanleitung anwenden

Informatik |

Wir wenden die Konstruktionsanleitung fiir natiirliche Zahlen e
nur auf das erste Argument an:

(define
plus
(lambda (n m)
(if (zero? n)

(... (plus (pred n) m) ...)
)))

Rekursion auf
dem ersten
Argument

Das zweite Argument lassen wir im rekursiven Aufruf
unverandert.



Vollstandige Prozedur
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Wir haben Gliick! Es gibt nicht mehr viel zu tun: R

(define
plus
(lambda (n m)
(if (zero? n)
m
(succ (plus (pred n) m))
)))

Rekursion auf
dem ersten

plus lasst sich sehr gut mittels Rekursion auf dem ersten P
Argument definieren.



Konstruktionsanleitung anwenden

Informatik |

Nun eine alternative Definition:

. . . . . — g Sma
Wir wenden die Konstruktionsanleitung fiir natiirliche Zahlen
nur auf das zweite Argument an:

(define
plus
(lambda (n m)
(if (zero? m)

(... (plus n (pred m)) ...)
)))

Rekursion auf

- M - dem zweiten
Das erste Argument lassen wir im rekursiven Aufruf Argument
unverdndert.



Vollstandige Prozedur
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Wir haben Gliick! Es gibt nicht mehr viel zu tun: e

(define
plus
(lambda (n m)
(if (zero? m)
n
(succ (plus n (pred m)))

)

plus lasst sich sehr gut mittels Rekursion auf dem zweiten
Argument definieren. Relarsion auf
Da plus kommutativ ist, ist das nicht iiberraschend.

Argument



Noch eine alternative Definition

Nochmals das Geriist:

(define
plus
(lambda (n m)
...

Wir fiihren jetzt zunichst eine Verzweigung iiber n ein.
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Verzweigung liber n

Informatik |
Jagr"v
(define
plus
(lambda (n m)
(if (zero? n)
)
))
Dann ersetzen wir jede Ellipse durch eine Verzweigung iiber m.
Rekursion auf
beiden

Argumenten



Verzweigung liber m

(define
plus
(lambda (n m)
(if (zero? n)
(if (zero? m)

)

(if (zero? m)

))

Man konnte jetzt versuchen, wo moglich rekursive Aufrufe
einzufiihren. Aber vielleicht lassen sich einige der vier Zweige
schnell verarzten ...
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Drei Zweige sind einfach

(define
plus
(lambda (n m)
(if (zero? n)
(if (zero? m)
zero
m
)
(if (zero? m)
n

)

Jetzt der rekursive Aufruf auf beiden Argumenten ...
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Der rekursive Aufruf

(define
plus
(lambda (n m)
(if (zero? n)
(if (zero? m)
zero
m
)
(if (zero? m)
n
(... (plus (pred n) (pred m))

))

Informatik |
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Vollstandige Prozedur

Informatik |
(define s
plus
(lambda (n m)
(if (zero? n)
(if (zero? m) zero m)
(if (zero? m)
n
(succ (succ (plus (pred n) (pred m))))
)
)
))
i
Argumenten

Dies lasst sich noch vereinfachen ...



Vollstandige Prozedur vereinfacht
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(define
plus
(lambda (n m)
(if (zero? n)
m
(if (zero? m)
n
(succ (succ (plus (pred n) (pred m))))

)

))

Rekursion auf
beiden

plus lasst sich gut mittels Rekursion auf beiden Argumenten beiden

definieren.



Bemerkungen

@ Wir haben gesehen: Rekursion auf einem der Argumente,
oder auf beiden. Alle drei Ansdtze haben fiir plus gut
funktioniert.

@ Es kann auch komplizierter werden: unterschiedliche
rekursive Aufrufe in verschiedenen Zweigen,
Hilfsprozeduren . ..

@ Wenn ein Ansatz zu kompliziert wird, ist er wahrscheinlich
nicht der am besten geeignete. Dann abbrechen und einen
anderen versuchen!
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Schreiben Sie eine Prozedur fiir minus. Versuchen Sie alle drei
obigen Ansatze:

@ Rekursion auf dem zweiten Argument funktioniert gut.
@ Rekursion auf beiden Argumenten geht am besten.

@ Rekursion auf dem ersten Argument ist sehr schwierig. Der
erste, der sich mit einer Lésung per Email meldet,
bekommt vom Dozenten eine Dose Spam.

Im Betreuten Programmieren wird es eine dhnliche Aufgabe
geben.
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Endrekursion, lteration,
Akkumulatoren



GroBe von Prozessen

Informatik |

Der Berechnungsprozess fiir factorial wachst mit der GréBe
der Eingabe: Jar

v

(factorial 10)

v

(* 10 362880)
3268800

=> (* 10 (factorial 9))

=> (* 10 (* 9 (factorial 8)))

=> (x 10 (* 9 (* 8 (factorial 7))))

=> (* 10 (x 9 (* 8 (x 7 (factorial 6)))))

=> (% 10 (* 9 (x 8 (* 7 (* 6 (factorial 5))))))

=> (% 10 (* 9 (* 8 (* 7 (*x 6 (*x 5 (factorial 4)))))))

=> (x 10 (x 9 (* 8 (* 7 (x 6 (* 5 (x 4 (factorial 3))))))))

=> (x 10 (x 9 (* 8 (x 7 (x 6 (x5 (x 4 (* 3 (factorial 2)))))))))

=> (x 10 (x 9 (* 8 (*x 7 (x6 (x5 (*x 4 (x 3 (* 2 (factorial 1))))))))))

=> (¥ 10 (* 9 (x 8 (* 7 (*x 6 (*5 (¥ 4 (x 3 (x 2 (*x 1 (factorial 0)))))))))))
=> (x 10 (* 9 (* 8 (* 7 (*6 (x5 (x4 (x3 (x2 (x11)))))))N)

=> (10 (* 9 (x 8 (* 7 (x 6 (x5 (x4 (x 3 (x21)))))))))

=> (10 (* 9 (x 8 (* 7 (x 6 (x5 (x 4 (x 3 2))))))))

=> (% 10 (*x 9 (x 8 (*x 7 (x 6 (x5 (x 4 6)))))))

=> (x 10 (x 9 (* 8 (*x 7 (x 6 (* 5 24))))))

=> (x 10 (x 9 (* 8 (*x 7 (x 6 120)))))

=> (*x 10 (* 9 (* 8 (*x 7 720)))) Pl
=> (* 10 (x 9 (x 8 5040)))

=> (* 10 (x 9 40320))

v



Platzverbrauch eines Berechnungsprozesses
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e Die eigentliche arithmetische Berechnung (eingebaute
Prozedur *) kann erst beginnen, wenn der letzte rekursive
Aufruf (factorial 0) stattgefunden hat. Dabei haben
sich 10 Multiplikationen angesammelt.

@ Die GroBe des Ausdrucks ist also proportional (,,bis auf
Kleinigkeiten ) zum Wert des Arguments, und zugleich
zum Platzverbrauch fiir die Auswertung in der Maschine.

@ Es ware schon, wenn wir den Berechnungsprozess so
andern konnten, dass die Ausdriicke eine bestimmte GréBe
nicht tiberschreiten, so dass der Platzverbrauch konstant Platzprobleme
ware.



Wie Platz sparen?
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@ Irgendwie miissten wir dafiir sorgen, dass die Auswertung
der Multiplikationen friiher beginnen kann, sodass sich
diese nicht ansammeln.

e Z.B. der Ausdruck
(* 10 (x 9 (x 8 (¥ 7 (factorial 6)))))

kann erst auswertet werden, wenn der Wert von
(factorial 6) vorliegt.

@ Ausnutzen der Assoziativitdt von * liefert
(k (x (x (x 10 9) 8) 7) (factorial 6))
Also kdnnte man die Multiplikationen vorziehen:
(x 5040 (factorial 6))

Platzprobleme



Wie Multiplikationen vorziehen?
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@ Wir sind immer noch bei der Berechnung von (factorial S
10), die nach einigen Schritten (factorial 6) aufruft.

@ Wir miissen die Definition von factorial so aufzdumen,
dass in dem Moment, in dem (factorial 6) aufgerufen
wird, (x (* (x 10 9) 8) 7) = 5040 schon
ausgerechnet ist, statt dass sich diese Multiplikationen
ansammeln. Der Aufruf von (factorial 6) muss 5040
als ,, Zusatzinformation* mitbekommen.

Platzprobleme



Wie Multiplikationen vorziehen?

Informatik |

@ Wir sind immer noch bei der Berechnung von (factorial o
10), die nach einigen Schritten (factorial 6) aufruft.

@ Wir miissen die Definition von factorial so aufzdumen,
dass in dem Moment, in dem (factorial 6) aufgerufen
wird, (x (* (x 10 9) 8) 7) = 5040 schon
ausgerechnet ist, statt dass sich diese Multiplikationen
ansammeln. Der Aufruf von (factorial 6) muss 5040
als ,, Zusatzinformation* mitbekommen.

@ factorial , mit Zusatzinformation? Das wird natiirlich
eine ganz neue Funktion, die ein Argument mehr hat als
factorial. Wir nennen diese Hilfsfunktion
it-factorial-1.

Platzprobleme



Die Aufrufe von it-factorial-1
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Die Aufrufe von it-factorial-1 bei der Berechnung von
(it-factorial-1 10 ...) sind: Si

(it-factorial-1 6 5040); (x (x (x 10 9) 8) 7)

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Die Aufrufe von it-factorial-1
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Die Aufrufe von it-factorial-1 bei der Berechnung von
(it-factorial-1 10 ...) sind: s

(it-factorial-1 7 720); (x (x 10 9) 8)
(it-factorial-1 6 5040); (x (x (x 10 9) 8) 7)

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Die Aufrufe von it-factorial-1
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Die Aufrufe von it-factorial-1 bei der Berechnung von

Jan
(it-factorial-1 10 ...) sind: St
(it-factorial-1 8 90); (x 10 9
(it-factorial-1 7 720); (x (x 10 9) 8)

(it-factorial-1 6 5040); (x (x (x 10 9) 8) 7)

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Die Aufrufe von it-factorial-1
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Die Aufrufe von it-factorial-1 bei der Berechnung von
(it-factorial-1 10 ...) sind:

(it-factorial-1 10 1);

(it-factorial-1
(it-factorial-1
(it-factorial-1
(it-factorial-1
(it-factorial-1
(it-factorial-1
(it-factorial-1
(it-factorial-1
(it-factorial-1
(it-factorial-1

9 10);
8 90);
7 720) ;
6 5040) ;
5 30240) ;
4 151200);
3 604800);
2 1814400);
1 3628800) ;
0 3628800);

1

10
(*
(*
(*

(x ...
(x ...

10 9)

(x 10 9) 8)

(x (x 10 9) 8 7)
(* 10 ... 3) 2) [
(* 10 ... 2) 1)



Die Aufrufe von it-factorial-1 allgemein

Informatik |
Die Aufrufe von it-factorial-1 bei der Berechnung von Jan-Georg
(it-factorial-1 m 1) sind: 5

(it-factorial-1 m 1
(it-factorial-1 (m—1) m)
(it-factorial-1 (m—2) (m-(m—1)))

(it-factorial-1 1 (m-(m-1)-...-3
(it-factorial-1 0 (m-(m—1)-...-3-2-1))

d.h,, fiir alle i € {0,...,m},

Entwurf einer
Hilfsfunktion

(it-factorial-1 (m — i) (mL:Z),)



Was soll it-factorial-1 berechnen?

Informatik |

Was soll ein Aufruf von (it-factorial-1 n k) als Ergebnis
liefern? Zwei Uberlegungen:

@ (factorial n) berechnet n!. Dann sollte
(it-factorial-1 n k) nicht dasselbe berechnen,
sondern irgendwie das zusatzliche Argument k verwenden.
Idee?

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Was soll it-factorial-1 berechnen?

Informatik |

Was soll ein Aufruf von (it-factorial-1 n k) als Ergebnis
liefern? Zwei Uberlegungen:

@ (factorial n) berechnet n!. Dann sollte
(it-factorial-1 n k) nicht dasselbe berechnen,
sondern irgendwie das zusatzliche Argument k verwenden.
Idee?

(it-factorial-1 n k) sollte n! - k berechnen.

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Was soll it-factorial-1 berechnen?

Informatik |

Was soll ein Aufruf von (it-factorial-1 n k) als Ergebnis
liefern? Zwei Uberlegungen: oo
@ (factorial n) berechnet n!. Dann sollte
(it-factorial-1 n k) nicht dasselbe berechnen,
sondern irgendwie das zusatzliche Argument k verwenden.
Idee?
(it-factorial-1 n k) sollte n!- k berechnen.

@ Wie oben gesehen, haben wir Aufrufe der Form

(it-factorial-1 (m — 1) (mL_'Z,) die letztlich ,,dazu
dienen” sollen, m! zu berechnen. ?\/Iit welchem Ergebnis

ware denn am besten , gedient*?

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Was soll it-factorial-1 berechnen?

Informatik |

Was soll ein Aufruf von (it-factorial-1 n k) als Ergebnis
liefern? Zwei Uberlegungen: oo
@ (factorial n) berechnet n!. Dann sollte
(it-factorial-1 n k) nicht dasselbe berechnen,
sondern irgendwie das zusatzliche Argument k verwenden.
Idee?
(it-factorial-1 n k) sollte n!- k berechnen.

@ Wie oben gesehen, haben wir Aufrufe der Form

(it-factorial-1 (m — 1) (mL_'Z,) die letztlich ,,dazu
dienen” sollen, m! zu berechnen. ?\/Iit welchem Ergebnis

ware denn am besten ,gedient“? Mit m/!.

Entwurf einer

GemaB erster Uberlegung berechnet Fetancion

(it-factorial-1 (m —1) (mL_'Z),) den Wert (m —1)!- (m"fi)!,

d.h., m!, genau wie gemiB der zweiten Uberlegung.



Anfang und Ende

(it-factorial-1 m 1) berechnet m! -1, also ml!. Informatik |

(it-factorial-1 0 m!) berechnet 0O!-m/!, also m!. =2

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Anfang und Ende

(it-factorial-1 m 1) berechnet m!- 1, also m/!. Informatik |
(it-factorial-1 0 m!) berechnet 0!-m!, also m!. L

Daraus konnen wir ablesen, dass (it-factorial-1 0 k) als
Ergebnis einfach das Argument k zuriickgeben sollte:

; Produkt n! * k berechnen
(: it-factorial-1 (natural natural -> natural))
(define it-factorial-1
(lambda (n k)
(if (zero? n)
k
)

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Anfang und Ende

(it-factorial-1 m 1) berechnet m!- 1, also m/!. Informatik |
(it-factorial-1 0 m!) berechnet 0!-m!, also m!. e

Daraus konnen wir ablesen, dass (it-factorial-1 0 k) als
Ergebnis einfach das Argument k zuriickgeben sollte:

; Produkt n! * k berechnen
(: it-factorial-1 (natural natural -> natural))
(define it-factorial-1
(lambda (n k)
(if (zero? n)
k
)

Das zweite Argument ist ein Akkumulator: es enthalt ein
Zwischenergebnis der Berechnung, das am Ende der rekursiven
Aufrufe als Endergebnis zuriickgegeben wird.

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Der rekursive Aufruf in der Definition

Wir haben gesehen: es wird fiir alle i € {0,...,m}
(it-factorial-1 (m — 1) = Z),)
aufgerufen, d.h. fiir gegebenes 7 < m folgt auf
(it-factorial-1 (m — i) (mL:Z),)
im nachsten Schritt
(it-factorial-1 (m — (i + 1)) #@)
Letzteres formen wir um

(it-factorial-1 ((m —i) — 1)) m)
(it-factorial-1 ((m —4)—1)) ((m —i) - —2

Informatik |

Entwu ner
Hilfsfunktion



Der rekursive Aufruf in der Definition

Informatik |

fiir gegebenes ¢ < m folgt auf
(it-factorial-1 (m — i) (mL:Z),)

im nachsten Schritt

Entwurf einer
Hilfsfunktion

(it-factorial-1 ((m —i) — 1)) ((m —i) - ~25))



Der rekursive Aufruf in der Definition

Informatik |

fiir gegebenes n > 0 folgt auf
(it-factorial-1n k )

im nachsten Schritt

Entwurf einer
Hilfsfunktion

(it-factorial-1 (n —1)) (n -k )



Definition von it-factorial-1

Informatik |

Somit haben wir also hergeleitet, wie it-factorial-1
definiert sein muss:

; Produkt n! * k berechnen
(: it-factorial-1 (natural natural -> natural))
(define it-factorial-1
(lambda (n k)
(if (zero? n)
k
(it-factorial-1 (- n 1) (* n k)))))

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Aufruf der Hilfsfunktion

Informatik |

; Produkt der Zahlen 1 .. n berechnen
(: it-factorial (natural -> natural))
(define it-factorial
(lambda (n)
(it-factorial-1 n 1)))

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Berechnungsprozess

(it-factorial 3)
(it-factorial-1 3 1)
(if (zero? 3)

1

(it-factorial-1 (- 3 1) (*
(it-factorial-1 2 3)
(if (zero? 2)

3

(it-factorial-1 (- 2 1) (*
(it-factorial-1 1 6)
(if (zero? 1)

6

(it-factorial-1 (- 1 1) (%
(it-factorial-1 0 6)
(if (zero? 0)

6

(it-factorial-1 (- 0 1) (*

3 1))

2 3)))

16)))

0 6)))

Informatik |

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Ein Berechnungsprozess konstanter GroBe

Informatik |

=> (it-factorial-1 15 1)

=> (it-factorial-1 14 15) e
=> (it-factorial-1 13 210) :
=> (it-factorial-1 12 2730)

=> (it-factorial-1 11 32760)

=> (it-factorial-1 10 360360)

=> (it-factorial-1
=> (it-factorial-1
=> (it-factorial-1
=> (it-factorial-1

3603600)
32432400)
259459200)
1816214400)

=> (it-factorial-1
=> (it-factorial-1

54486432000)
217945728000)

=> (it-factorial-1

GroBe des Berechnungsprozesses bleibt konstant.

(it-factorial-1
(it-factorial-1
1307674368000

9
8
7
6
=> (it-factorial-1 5 10897286400)
4
3
2
1
0

653837184000)
1307674368000)
1307674368000)

Entwurf einer
Hilfsfunktion



Endrekursion und lteration

Informatik |

Ein Berechnungsprozess ist iterativ, falls seine GroBe konstant I @
bleibt. (Spater, fiir das imperative Programmieren, werden wir

den Begriff , iterativ" noch etwas anders

definieren/charakterisieren.)

Ein Funktionsaufruf ist endrekursiv (engl. tail-recursive), falls er

den vorangehenden Funktionsaufruf vollstindig ersetzt.

Beispiel:

(define it-factorial-1
(lambda (n result)
(if (zero? n)
result
(it-factorial-1 (- n 1) (* n result))))) Endrekursion

und Iteration



Alternative Beschreibungen von Endrekursion

Informatik |

e Ein Funktionsaufruf ist endrekursiv (engl. tail-recursive),
falls er den vorangehenden Funktionsaufruf vollstandig
ersetzt.

@ Der zweite Zweig der Verzweigung enthalt nicht den
rekursiven Aufruf als einen (echten) Teil, sondern der
zweite Zweig besteht nur aus diesem rekursiven Aufruf.

@ Das letzte, was die Prozedur tut, ist, sich selbst rekursiv
aufzurufen (diese Ausdrucksweise wird vor allem dem
imperativen Programmieren gerecht, siehe spater).

Endrekursion
und Iteration



Gegenbeispiel

Informatik |

GroBe des Berechnungsprozesses ist nicht konstant (hier:
proportional zur Eingabe)

(define factorial
(lambda (n)
(if (zero? n)
1
(x n (factorial (- n 1))))))

Endrekursion
und Iteration



Prozeduren mit Akkumulatoren

Informatik |

Prozeduren mit Akkumulatoren sind wichtig, da ihre
Berechnungsprozesse iterativ sind!

Endrekursion
und Iteration



Konstruktionsanleitung: Prozedur mit Akkumulator

Konsumieren von natiirlichen Zahlen

Informatik |
(: proc (natural -> 7)) Jan-G
(define proc
(lambda (n)
(proc-helper n initial)))

(: proc-helper (natural 7 -> 7))
(define proc-helper
(lambda (n acc)
(if (zero? n)

acc
(proc-helper (- n 1) (... n ... acc ...)))))
Dabei muss initial ein ,,neutrales, initiales Zwischenergebnis* Encrekursion
sein,und (... n ... acc ...) berechnet das nichste

Zwischenergebnis.



Konstruktionsanleitung: Prozedur mit Akkumulator

Konsumieren von Listen

Informatik |

(: proc ((list o) -> 7))
(define proc St
(lambda (1)
(proc-helper 1 initial)))

(: proc-helper ((list o) 7 -> 7))
(define proc-helper
(lambda (1 acc)
(if (empty? 1)
acc
(proc-helper (rest 1)
(... (first 1) ... acc ...)))))

Dabei muss initial ein ,,neutrales, initiales Zwischenergebnis*
sein, und (... (first 1) ... acc ...) berechnet das
nachste Zwischenergebnis.

Listen



Hinweis zur Konstruktionsanleitung

Informatik |

Diese Konstruktionsanleitung ist bei weitem nicht so konkret
wie frithere Konstruktionsanleitungen. s
Eine Prozedur mit Akkumulator zu schreiben, ist nicht einfach
und erfordert in recht frilhem Stadium ein genaues Verstandnis
des Problems.
Sie miissen die Frage stellen:
@ Um das Resultat fiir n zu berechnen, kann man
sinnvollerweise irgendein Zwischenergebnis aus n und
n — 1 berechnen?

Listen



Hinweis zur Konstruktionsanleitung

Informatik |

Diese Konstruktionsanleitung ist bei weitem nicht so konkret
wie frithere Konstruktionsanleitungen. s
Eine Prozedur mit Akkumulator zu schreiben, ist nicht einfach
und erfordert in recht frilhem Stadium ein genaues Verstandnis
des Problems.

Sie miissen die Frage stellen:

@ Um das Resultat fiir n zu berechnen, kann man
sinnvollerweise irgendein Zwischenergebnis aus n und
n — 1 berechnen?

@ Um das Resultat fiir eine Liste zu berechnen, kann man
sinnvollerweise irgendein Zwischenergebnis aus dem ersten
und zweiten Element berechnen?

Falls ja, ist das Problem ein Kandidat fiir eine Prozedur mit .
Akkumulator.



Beispiel: Prozedur mit Akkumulator (Listen)

Informatik |

Hier eine Prozedur, die eine Liste invertiert, also die z.B. bei 7
Eingabe #<list 1 2 3> das Ergebnis #<list 3 2 1> s
berechnet.

(: invert ((1list %a) -> (list %a)))
(define invert
(lambda (1)
(invert-helper 1 empty)))

(: invert-helper ((list %a) (list %a) -> (list %a)))
(define invert-helper
(lambda (1 acc)
(if (empty? 1)
acc
(invert-helper (rest 1) (cons (first 1) acc)))))

Listen



Zusammenfassung

Informatik |

Natiirliche Zahlen als gemischte, rekursive Sorte
Rekursion: natiirliche Zahlen als Argumente
Nichttermination

Rekursion auf mehreren Argumenten

Endrekursion, lteration, Akkumulatoren

Endrekursion, lteration, Akkumulatoren auf Listen

Listen
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