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Kapitel 1

Einleitung

Spiele, in denen vollstédndige Informationen vorliegen, kann man mit den
bekannten Suchverfahren wie z.B. a8 16sen. Allerdings funktioniert die An-
wendung dieses Algorithmus in Spielen mit unvollstdndiger Information nicht
mehr.

In dieser Arbeit wird fiir das Skatspiel gezeigt, wie sich dieses Problem durch
den Einsatz von Simulationen umgehen 148t. Fiir diesen Ansatz wird ein so-
genannter schneller Double Dummy Skat Solver (DDS) bendtigt. Ein DDS
ist ein Programm, das fiir das Ausspiel mit offenen Karten den spieltheore-
tischen Wert berechnet.

Der grofite Teil dieser Arbeit ist der Entwicklung des DDS gewidmet. Hier
werden Techniken vorgestellt, mit denen sich a3 beschleunigen l483t.

Im zweiten Teil wird eine Losung fiir oben beschriebenes Problem gegeben
und eine Anwendung fiir verdeckte Skatspiele présentiert.

Nach einer kurzen Einfiihrung in die Grundlagen des Skatspiels wird zunéchst
eine theoretische Basis fiir die Entwicklung des Double Dummy Solvers ge-
schaffen.

Um die Geschwindigkeit des a8-Algorithmus zu erhéhen, erfolgt im Anschlufl
eine Modifikation dieses Verfahrens.

Darauf aufbauend werden einige Erweiterungen in diesen Algorithmus einge-
bettet, um die Laufzeit weiter zu verkiirzen.

Im Anschluf erfolgt eine Anpassung des entwickelten Double Dummy Solvers
an das sogenannte Nullspiel, das innerhalb der betrachteten Varianten des
Skatspiels eine Sonderrolle einnimmt.

SchlieBllich folgt eine Ubertragung der des entwickelten Programms auf ver-
deckte Spiele.

Zum Abschlufl wird eine Losung fiir die erste Phase des Skatspiels, das Reizen
und Driicken, préisentiert.



Kapitel 2

Grundlagen des Skatspiels

Da nicht jeder mit den Regeln des Skatspiels vertraut ist, erfolgt hier ei-
ne kurze Einfiihrung in Begriffe, Spielregeln und Spielverlauf. Es wird kein
Anspruch auf Vollstdndigkeit erhoben, da lediglich die Begriffe und Regeln
vorgestellt werden, die fiir das Verstdndnis der Arbeit notwendig sind. Ein
vollsténdiges verbindliches Regelwerk ist die Internationale Skatordnung [5].

2.0.1 Spielmaterial und Spielziel

Skat ist ein Kartenspiel fiir drei Personen. Gespielt wird mit 32 Karten in den
Farben &, &, © und . Die einzelnen Farben bestehen aus 7, 8, 9, 10, Bube
(J), Dame (Q), K6nig (K) und As (A). Jeder Karte ist ein bestimmter Punkt-
wert zugeordnet, insgesamt ergeben alle Karten zusammen 120 Punkte Beim
Skatspiel spielen immer zwei Gegenspieler gegen einen Alleinspieler, diese
Rollenverteilung wird vor jedem Spiel wihrend des Reizens (sieche Abschnitt
Reizen und Driicken) neu bestimmt. Ziel des Alleinspielers ist es, mindestens
61 Punkte zu erzielen, Ziel der Mitspieler ist das Erreichen von 60 und mehr

Karte | Wert
As 11
10 10
K 4
Q 3

J 2
9 0
8 0
7 0

Tabelle 2.1: Kartenwerte



Punkten. Zusétzliche Punkte erhilt die Siegerpartei, wenn die Gegenpartei
am Spielende weniger als 30 Punkte erreicht hat. Dieses Ergebnis nennt man
“Schneider”.

Allgemeines

Im Skatspiel unterscheidet man nicht nur die Farben &, #, © und < son-
dern auch Triimpfe und (Fehl-)farben. Die Buben gehéren immer zu den
Triimpfen, zusédtzlich kann der Alleinspieler zu Beginn des Spiels noch eine
Farbe festlegen, die dann auch als Trumpf z&hlt. Die Buben bilden dann in
der Rangfolge: &, &, O, { die hochsten Triimpfe, danach kommt ggf. die
Trumpffarbe in der iibrigen aus Tabelle (2.1) ersichtlichen Rangfolge. Die
Triimpfe sind grundsitzlich ranghdher als die {ibrigen Farben.
Entsprechend den vorhandenen vier Farben gibt es vier Méglichkeiten fiir die
sogenannten Farbspiele. Zusétzlich hat der Alleinspieler noch die Méglichkeit,
nur die Buben zum Trumpf zu erklidren, das ist dann ein Grand. Eine weitere
Variante, bei der es gar keine Triimpfe gibt, ist das Nullspiel. Dieses wird in
Abschnitt iiber Nullspiele gesondert erklért. Insgesamt hat der Alleinspieler
also sechs Varianten zur Auswahl.

Beim Skat herrscht ein sogenannter Farb- oder Bedienungszwang, d.h. auf
Trumpfkarten miissen Trumpfkarten, auf Farbkarten muss die gleiche Farbe
gespielt werden. Ist dies nicht moglich, kann eine beliebige Karte ausgespielt
werden. Hat ein Spieler von einer Farbe oder von den Triimpfen iiberhaupt
keine Karte auf der Hand, so nennt man ihn blank.

Spielvorbereitung

Die Karten werden gemischt und jeweils 10 an jeden Spieler ausgeteilt. Die
zwei verbleibenden Karten bilden den sogenannten Skat und bleiben zunéchst
verdeckt.

Spielablauf

Das eigentliche Skatspiel unterteilt sich in zwei Phasen:
1. Reizen und Driicken

2. Ausspiel



Reizen und Driicken

Nach dem Austeilen der Karten entscheidet beim Reizen jeder Spieler anhand
seiner 10 Karten, ob er in diesem Spiel Alleinspieler sein will oder nicht.
Entscheidet er sich dafiir, mit einem bestimmten Spiel Alleinspieler sein zu
konnen, errechnet er den Wert, den dieses Spiel hat. Dieser Wert ist identisch
mit der Zahl, bis zu der maximal gereizt werden kann. Derjenige der drei
Spieler, der am hochsten reizen konnte, erhiilt den Skat. Den Skat darf er jetzt
zusétzlich zu seinen zehn Handkarten aufnehmen und sich entscheiden, mit
welchen zehn seiner nun zwolf Handkarten er spielen will. Die beiden iibrigen
legt er wieder auf den Tisch, d.h. er driickt diese Karten. Beim Reizen kann
es aufgrund der Karten im Skat zu einem als Uberreizen bezeichneten Fehler
kommen. Hat sich der Alleinspieler iiberreizt, so ist das Spiel fiir ihn verloren.

Ausspiel

Ein Spieler eréffnet das Ausspiel, indem er eine beliebige Karte seiner Hand-
karten ausspielt. Danach spielen die beiden anderen im Uhrzeigersinn eine
Karte aus, unter Beachtung des Farbzwangs.

Hat jeder Spieler eine Karte ausgespielt, bilden diese drei Karten einen soge-
nannten Stich. Derjenige Spieler, der die ranghdchste Karte gelegt hat, erhalt
den Stich und damit auch die darin enthaltenen Punktwerte der Karten.
Der zweite Stich wird von dem Spieler eréffnet, der den ersten Stich gewinnen
konnte. Es bedienen wieder im Uhrzeigersinn die beiden anderen Spieler. So
geht es weiter, bis der 10. Stich ausgespielt ist.

Der Spieler der die erste Karte des ersten Stichs legt, wird als Vorhand be-
zeichnet, sein linker Nachbar als Mittelhand, der verbleibende als Hinterhand.

Spielende

Nach Beendigung des 10. Stichs endet auch das Spiel. Nun werden die Punk-
te des Alleinspielers bzw. der Gegenspieler gezidhlt um den/die Sieger zu
ermitteln.



Sonderfall: Nullspiel

Ziel des Nullspiels ist fiir den Alleinspieler, keinen einzigen Stich zu erhalten.
Folglich spielen die Punktwerte der Karten in diesem Spiel keine Rolle. Im
Unterschied zu den Trumpfspielen verlieren die Buben ihre Sonderstellung,
die Kartenrangfolge éndert sich wie folgt:

h6chste Karte As
Konig
Dame
Bube
10
9
8
niedrigste Karte 7

Tabelle 2.2: Reihenfolge beim Nullspiel

Da keine Triimpfe existieren, ist allein die Kartenrangfolge innerhalb einer
Farbe entscheidend fiir den Ausgang des Spiels. Sobald der Alleinspieler ge-
zwungen ist, eine Karte so zu spielen, dass er den aktuellen Stich erhélt,
auch wenn dieser null Punkte enthilt, hat er das Spiel verloren. In diesem
Fall endet das Spiel ggf. auch bevor alle Karten ausgespielt wurden.



Kapitel 3

Vorbereitungen

Wenn beim Skat mit offenen Karten gespielt wird, sind alle Informationen
allen Spielern zugénglich. Das Spiel ist dann mit Algorithmen wie z.B. af-
Suche l6sbar. Im vorliegenden Kapitel werden Grundlagen fiir die Entwick-
lung eines Double Dummy Solvers vorgestellt. Der Name Double Dummy ist
aus der Bridge-Welt entlehnt. Dort bezeichnet ein Double Dummy Solver ein
Programm, das unter Kenntnis der Karten aller vier Spieler und ohne Rei-
zung Bridge spielt [4].

Der Alleinspieler ist in dieser Arbeit immer der MAX-Spieler und die bei-
den Gegenspieler die MIN-Spieler. Eine Spielsituation ist eine Situation, die
sich wihrend des Spiels ergibt. Jede dieser Spielsituationen unterscheidet sich
von ihren Nachfolgern durch genau eine Karte. Das Ausspielen einer Karte
ist ein Zustandsiibergang, der in eine neue Spielsituation fiihrt. Spielsitua-
tionen werden auch Spielstinde oder Positionen genannt.

Im Gegensatz zu Spielen wie Schach folgt auf einen MIN-Knoten nicht un-
bedingt ein MAX-Knoten und umgekehrt. Es kann passieren, dass auf einen
Pfad von der Wurzel des Spielbaums zu einem der Blatter vier MIN Kno-
ten hintereinander folgen. Das tritt ein, wenn MAX einen Stich er6ffnet und
der nachfolgende MIN-Spieler den Stich erhilt. Es kénnen auch zwei MAX-
Knoten hintereinander liegen, wenn MAX den Stich mit der dritten Karte
gewinnt.

Da ein Skatspiel, wie sich zeigen wird, im Mittel einen verhiltnisméaBig klei-
nen Spielbaum hat, kann dieser vollstiandig durchsucht werden. Das hat den
Vorteil, dass nicht auf Heuristiken zuriickgegriffen werden muss, die das Er-
gebnis der Suche beeinflussen. Dadurch erhilt man den tatséichlichen, spiel-
theoretischen Wert des Spiels. Allerdings ist dieses Ziel in der Praxis nur zu
erreichen, wenn man die a3-Suche durch Erweiterungen beschleunigt. Diese



Erweiterungen werden in den néchsten Kapiteln vorgestellt und untersucht.

Die kleinen Spielbdume ermoglichen auflerdem den Einsatz von Algorithmen
wie z.B. Proof Number Search (pn-search) von V. Allis et. al. [1]. Die Idee
hinter diesem Algorithmus ist den spieltheoretischen Wert des Spiels zu “be-
weisen”. Zu diesem Zweck ordnet man der Wurzel des Spielbaums zu Beginn
einen Wert zu. Im Verlauf der Suche soll nun bewiesen bzw. widerlegt wer-
den, dass dieser Wert mit dem Minimax-Wert der Wurzel iibereinstimmt. In
jedem Knoten werden dafiir zwei Werte gespeichert: die proof number und
die disproof number. Die proof number gibt an, wie viele Nachfolger dieses
Knotens mindestens betrachtet werden miissen, um den Wert der Wurzel zu
beweisen. Die disproof number ist die Anzahl der Nachfolgeknoten, die min-
destens examiniert werden miissen, um diesen Wert zu widerlegen. Es wird
immer der Knoten zuerst expandiert, der méglicherweise den gréfiten Einflufl
auf den Minimax-Wert der Wurzel hat und mit kleinstmoglichem Aufwand zu
analysieren ist. Proof Number Search zéhlt zu den Best-First-Suchverfahren.
Diese Arbeit beschrinkt sich auf Tiefensuche.

3.1 Repriasentation von Karten

Bevor nun die ersten Algorithmen angegeben werden, muss zunéchst ermit-
telt werden, wie die einzelnen Spielstéinde eines Spiels représentiert werden
konnen.

Da es 32 Karten gibt, bietet es sich an, jeder Karte ein festes Bit in einer
32-Bit Zahl zuzuordnen. In der Reprisentation, die in dieser Arbeit gew#hlt
wurde, belegen Karten, die dieselbe Farbe haben, benachbarte Bits. Wenn
zwel Karten die gleiche Farbe haben, belegt die hohere Karte das hherwer-
tige Bit. Eine Ausnahme von dieser Regel bilden die vier Buben. Sie belegen
die vier hochsten Bits, wobei der &.J das hochste und der <».J das niedrigste
belegt.

31 30 | 29 | 28 27 26 | ... | 21| 20 |... 0
& | RS | QT [ OF | #A | 10| ... | &7 | #A | ... | O7

Farben lassen sich durch die boolesche Disjunktion der einzelnen Karten
reprasentieren, die zu ihr gehoren. Dadurch kénnen zwei beliebige Karten
einfach miteinander verglichen werden. Ein Algorithmus, der das leistet, ist
in Abbildung (3.3) zu sehen.

Um den Gewinner eines Stichs zu ermitteln muss man Karten miteinander
vergleichen konnen. Da zwei Karten i.A. nicht miteinander vergleichbar sind,




muss man sich auf eine Farbe festlegen, auf die beide Karten projiziert wer-
den. D.h. eine Karte, die nicht von dieser Farbe ist, wird auf Null abgebildet,
wenn es sich nicht um einen Trumpf handelt. Der Vergleich zweier Karten
wird so auf das Vergleichen zweier natiirlicher Zahlen reduziert.

Die gewihlte Représentation 1483t sich einfach umkehren. Zuerst wird eine 32-
Bit Zahl in ihre einzelnen Bits zerlegt (sieche Abbildung (3.1)), danach wird
fiir diese Zweierpotenzen ermittelt, welche Karten sie repréisentieren (siehe
Abbildung (3.2)).

def next_card(cards):
return cards & (cards - 1) ~ cards

Abbildung 3.1: néchste Karte

CARD_TO_INDEX = ( -1, 0, 1, 26, 2, 23, 27, -1, 3, 16,
24, 30, 28, 11, -1, 13, 4, 7, 17, -1,
25, 22, 31, 15, 29, 10, 12, 6, -1, 21,
14, 9, 5,20, 8, 19, 18)

def get_Iidex(bits):
return CARD_TO_INDEX[bits % 37]

Abbildung 3.2: Umkehrung der Reprisentation

Der Algorithmus aus Abbildung (3.2) nutzt die Eigenschaft, dass die Berech-
nung von 2° mod 37 fiir jedes 7 € {0, ..., 31} ein anderes Ergebnis liefert.
Durch vollstandige Aufzahlung hat sich gezeigt, dass 37 die kleinste Zahl ist,
fiir die das gilt. In der Liste CARD_TO_INDEX steht an den Stellen 0, 7, 14, 19
und 28 der Wert -1. Bei der Berechnung von 2° mod 37 treten diese Indizes
aber nie auf.

def ge(cards, cardy):
if card; oder card; ist Trumpf:
card; &= trump
cardy &= trump
else:
card,; &= Farbe von card;
return card; > cards

Abbildung 3.3: Vergleich zweier Karten



3.2 Repriasentation von Zustinden

Nachdem nun die Représentation fiir eine Menge von Karten vorgestellt wur-
de, kann daraus eine Représentation fiir Spielzustinden entwickelt werden.
In einem Spiel werden die fixen Fakten global gespeichert. Das sind

e die Karten, die jeder Spieler zu Beginn des Spiels hat,
e der Skat,

e die Information welcher Spieler Alleinspieler ist und

e was fiir ein Spiel gespielt wird.

Die Spielstinde, die in einem Skatspiel auftreten kénnen unterscheiden sich
nur durch folgende lokale Fakten:

e Karten, die die Spieler noch auf der Hand haben,

e Karten, die auf dem Tisch liegen,

e Spieler, der als néchstes eine Karte legen muss,

e Farbe, die bekannt werden muss und

e Anzahl der Punkte jeder Partei, die bisher erzielt wurden.

Fiir die Reprisentation des ersten Punktes reicht es, die bitweise Disjunkti-
on der Kartenreprésentationen zu verwenden. Mit Hilfe der globalen Fakten
kann aus dieser Reprisentation ermittelt werden, welche Karten ein Spieler
in p hat. Das soll an folgenden Beispiel illustriert werden.

Beispiel 3.1 Der Einfachheit halber gebe es nur die Karten {7, {8, 9,
$Q, OK, $10 und {A. Fiir die Représentation von Karten geniigen daher
7-Bit Zahlen. {7 werde das niederwertigste und ) A das hichstwertige Bit
zugeordnet.

Angenommen in einem Spiel hat Spieler 1 am Anfang die Karten ¢ K, {10
und {'A. Diese Karten werden durch 0000111 reprisentiert. Nachdem er {10
gespielt hat ergibt sich folgender Spielstand p.

H Karten ‘Repréisentation

Spieler 0 | &7  OQ 1001000
Spieler 1 | OK <$A 0000101
Spieler 2 | 8 {9 0110000



Die bitweise Disjunktion der drei Reprisentationen ergibt 1111101. Diese
Zahl reprasentiert alle Karten, die in p noch im Spiel sind.

Die Reprisentation der Karten, die Spieler 1 in p auf der Hand héilt bekommt
man, indem 0000111 (das Kodifikat seiner Anfangskarten) mit 1111101 durch
eine bitweise Konjunktion verkniipft wird.

3.3 Minimax

Aufbauend auf diese Représentationen konnen jetzt Algorithmen zur Lésung
eines vereinfachten Skatspiels angegeben werden. Bei dieser Art von Spielen
bekommt jeder Spieler £ < 10 Karten, zwei Karten bilden den Skat und
Spieler 0 spielt alleine. Die Art des Spiels wird zufillig gewédhlt. Diese Spie-
le stimmen mit dem Teil des verdeckten Skatspiels iiberein, der nach dem
Driicken und der Spielankiindigung beginnt.

Die Basis fiir die in den nichsten Kapiteln vorgestellte Algorithmen bildet
der Minimax-Algorithmus (siehe Abbildung (3.4)). In dieser Arbeit ist er
von theoretischer Bedeutung, da Minimax den korrekten, spieltheoretischen
Wert einer Position zuriickliefert. Diese Figenschaft wird ausgenutzt, um die
Korrektheit anderer Algorithmen zu zeigen.

def minimax(p):
if p isa Leaf:
return T(p)
if p isa MAX_Node:
res = -infinity
else:
res = +infinity

for q in succ(p):
if p isa MAX_Node:
res = max(res, minimax(q))
else:
res = min(res, minimax(q))

return res
Abbildung 3.4: Minimax
Hierbei wird mit 7'(p) fiir einen beliebigen Knoten p die von MAX bisher er-
zielten Punkte (Punkte aus Skat + gewonnene Stiche) bezeichnet. Fiir Blétter

p ist T'(p) damit die Gesamtzahl der erzielten Punkte. Mit ¢(p) wird im Fol-
genden die Zahl der Punkte bezeichnet, die MAX durch das Legen der letzten

10



Karte erzielt hat. Nur fiir jeden dritten Zug kann ¢(p) # 0 gelten, ndmlich
wenn MAX den Stich gewonnen hat. Wenn (py, ..., p,) ein Pfad von der
Wurzel zu p ist, dann gilt:

n

T(p) = Zt(pi) + skat.

=1

11



Kapitel 4

Der af-Algorithmus

Erweitert man Minimax um «f-Pruning, erhilt man den Algorithmus aus
Abbildung (4.1). Leider ist dieser Algorithmus genau wie Minimax viel zu
langsam, um ein komplettes Spiel durchzurechnen.

def ab(p, alpha, beta):
if p isa Leaf:
return T(p)

for q in succ(p):
if p isa MAX_Node:
alpha = max(alpha, ab(q, alpha, beta))
else:
beta = min(beta, ab(q, alpha, beta))
if alpha >= beta:
break

if p isa MAX_Node:
return alpha
else:
return beta

Abbildung 4.1: af-Pruning

Um beispielsweise den Wert fiir folgendes &-Spiel mit nur 7 Karten

Spieler 0 || &J | 10 | V8 | OK | V10 | 47 | &K
Spieler 1 | &#J | QJ | &8 | 09 | OQ | &10 | GA
Spieler 2 || &7 | &Q | O7 | &8 | 49 | O7 | QA

zu berechnen, benétigt man folgende Zeiten':

LAlle Tests wurden auf einem Athlon-XP-2100+ mit 256MB Ram und gcc-3.2 aus-
gefiihrt

12



Algorithmus | Zeit
Minimax 140,36 s
af 2,45 s

Fiir das folgende &-Spiel mit 9 Karten bendotigt o5 187,88 s. Minimax benétigt
fiir die Berechnung der ersten Karte schon iiber 80 min.

Spicler O || &7 | &8 | $Q | *K | A | O7 | O10 | CA | #A
Spieler 1 | QJ | G809 | OQ | #9 | Q7 | V8 | Q9 | VQ
Spieler 2 | &OJ |49 | QA | A7 | A8 | #Q | 8K | #10 | OK

Mit geeigneten Techniken kann a3 erheblich beschleunigt werden. Bevor die-
se Erweiterungen vorgestellt werden kénnen, miissen noch ein paar Grund-
lagen geschaffen werden.

Ubrigens verliert der Alleinspieler (Spieler 0) das erste Spiel auf jeden Fall:
Beginnt er mit © oder #, erhilt er 5, sonst 2 Punkte von 72 erreichbaren. Im
zweiten Spiel kann er 78 von 92 Punkten erreichen. Das gelingt ihm, wenn
er mit A, &7 oder &8 das Spiel ercfinet.

4.1 Minimax entkoppelt

af soll zuerst um eine Transpositionstabelle (TT) erweitert werden. Eine
Transpositionstabelle ist ein assoziatives Array — meist eine Hashtabelle — in
dem bei Expansion eines Knotens zuerst gepriift wird, ob die Bewertung fiir
diesen Spielstand schon einmal berechnet wurde. Wenn dem so ist, kann das
Ergebnis wiederverwendet werden. Durch diese Erweiterung kann man sich
das wiederholte Traversieren gleicher Teilbdume sparen.

Abbildung 4.2: Funktionsweise der Transpositionstabelle

Abbildung (4.2) zeigt den Effekt, der durch den Einsatz von Transpositi-
onstabellen zu beobachten ist. Hierbei sei p = ¢. Durch das Speichern der
Zwischenergebnisse kann so eine eine erneute Analyse von p eingespart wer-
den.

13



Das Problem hierbei ist, dass den Blittern des Spielbaums akkumulierte
Punkte zuordnet werden. Damit der Wert eines Knotens aber wiederver-
wertbar ist, darf er nur von den Bewertungen der Knoten des Teilbaums S
abhéngen, der bei ihm beginnt.

T\9)

Abbildung 4.3: Problematik akkumulierter Punkte

Wenn zwei Positionen p und ¢ gleich sind, dann ist der Pfad von der Wurzel
p1 des Spielsbaums zu p bzw. zu ¢ i.A. verschieden (siehe Abbildung (4.3)).
Wiirde jetzt der Wert fiir p von T'(p) abhéingen, dann kann dieser Wert nicht
fiir ¢ verwendet werden.

Aus diesem Grund muss der Minimax-Algorithmus in eine andere, dquiva-
lente Form gebracht werden, bei der der Wert von p nur von den Werten der
Knoten in S abhingt.

Satz 4.1 Sei P die Menge aller Spielpositionen, succ(p) die Menge der Nach-
folgepositionen der Position p, M : P — R die durch den Minimaz-Algorithmus
definierte Funktion und sei m : P — R wie folgt definiert:

0 falls p Blatt
m(p) = p’EHS{IaCic(p) () +m(p") falls p MAX-Knoten
min( | (") +m(p')) falls p MIN-Knoten
p’ Esucc(p

Dann gilt
Vpe P M(p) =m(p)+ T(p).

Anschaulich heifit das, dass m(p) fiir einen MAX-Knoten p die maxima-
le Bewertung der Nachfolge-Knoten ist, zuziiglich der Punkte, die in den
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Abbildung 4.4: Funktionsweise von m(p)

Nachfolge-Knoten erzielt werden. Analog fiir MIN-Knoten.

Da beim Skatspiel erst in der dritten Spielposition Punkte erzielt werden,
némlich dann, wenn der erste Stich vorbei ist, ist T'(p) = Punkte aus dem Skat
fiir die Wurzel des Spielbaumes.

Beweis zu 4.1 Induktion tiber die Hohe eines Spielbaumes

IA: Der Baum besteht nur aus einem einzelnen Blatt p.
M(p) =T(p) = t(p) + m(p)

IS: Sei p ein MAX-Knoten, dann gilt

M(p) E max M(p)

p’ €succ(p)

= max (T(p) +m(p))
p’ €succ(p)

=T(p) + max (t(p") +m(p"))

p’ €succ(p)

“ (p) + m(p)

Der Beweis fiir MIN-Knoten verlduft analog.
O

Mit Hilfe des Satzes kann das Ergebnis jedes Knotens p von dem zu p fiihren-
den Pfad entkoppelt werden.

Die gleiche Problematik existiert auch fiir den af-Algorithmus. Zusitzlich
diirfen dort die Schranken o und £ nicht von 7'(p) abhéingen.

Der AB-Algorithmus aus Abbildung (4.5) berechnet fiir alle p € P den glei-
chen Wert wie der a(-Algorithmus. Abbildung (4.6) zeigt im linken Baum die
Arbeitsweise von o5 und im rechten die von Algorithmus (4.5). Beide Biume
repriasentieren das gleiche Spiel. In der linken Abbildung sind den Bléttern
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die akkumulierten Punkte zugeordnet, in der rechten stehen an den Kanten
die Punkte, die erzielt werden, wenn dieser Zug ausgefiihrt wird. Die Algo-
rithmen expandieren dabei die Knoten des Spielbaums von links nach rechts.
Die Intervalle an jedem Knoten geben die a- und S-Werte zum Zeitpunkt
des Beschneidens des rechten Knotens an. Beide Algorithmen berechnen den
gleichen Wert fiir die Wurzel des Spielbaumes. Diese Identitét 148t sich mit
folgendem Satz zusammenfassen.

def AB(p, alpha, beta):
if p isa Leaf:
return 0O
for q in succ(p):
if p isa MAX_Node:
alpha = max(alpha, t(q) + AB(q, alpha - t(q), beta - t(q)))
else:
beta = min(beta, t(q) + AB(q, alpha - t(q), beta - t(q)))
if alpha >= beta:
break
if p isa Max_Node:
return alpha
else:
return beta

Abbildung 4.5: AB-Algorithmus

(0, +o0)

(0’ _1)

[ ] MAX-Knoten
O MIN-Knoten

Abbildung 4.6: Arbeitsweise von o3 und AB

Satz 4.2 Sei P die Menge aller Spielpositionen, dann gilt
Vpe P: AB(p, a—T(p), B—T(p)) +T(p) = ab(p, o, B)
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Beweis zu 4.2 Induktion tiber die Hihe des Spielbaums
IA: folgt sofort aus den Definitionen von AB, T und ab.

IS: Sei p ein MAX-Knoten, dann lifit sich der Algorithmus wie folgt um-
schreiben:

def AB(p, alpha, beta):
for q in succ(p):
alpha = max(alpha, t(q) + AB(q, a - t(q), b - t(q)))
if alpha >= beta:
break
return alpha

Sei o/ = a—T(p) und ' = B —T(p), dann lGfit sich bei einem Aufruf
von AB(p,d/,B") die Update-Regel fiir o wie folgt umschreiben:

= max(a, ab(q, o, 5)) — T(p)

a = max(«, ab(q, a, B))

Die beiden Update-Regeln sind also dquivalent, hieraus folgt sofort die
Behauptung.
Fiir MIN-Knoten verliuft der Beweis analog.

4.2 Korrektheit von a3

Der af-Algorithmus liefert nicht fiir jedes Wertepaar («, 3) den spieltheore-
tischen Wert einer Position zuriick. Das liegt daran, dass der spieltheoretische
Wert einer Position nicht immer in [a, ] liegt. Die erhaltenen Werte lassen
sich folgendermaflen in drei Gruppen einteilen:
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e valid: ab(p, «, B) stimmt mit dem Minimax-Wert von p tiberein.

e lbound: ab(p, , 3) ist eine untere Schranke fiir den Minimax-Wert
von p.

e ubound: ab(p, a, B) ist eine ober Schranke fiir den Minimax-Wert von
.

Satz 4.3 (Korrektheit von af) Sei p eine beliebige Position in einem
Spiel und o < B. Dann gelten fiir den af-Algorithmus folgende drei Aus-
sagen:

e ab(p, o, f) <a <= m(p) <«

o ab(p, @, B) > B <= m(p) > B

e a<ab(p, a, f)< B <<= a<m(p) <p.
Im dritten Fall gilt zusdtzlich ab(p, «, B) = m(p).

Die dritte Eigenschaft des a/3-Algorithmus charakterisiert die Gruppe valid
und die beiden anderen ubound bzw. lbound.

Um obige Behauptungen zu beweisen, wird der Algorithmus aus Abbildung
(4.7), bzw. die dquivalente Form aus (4.8) (fiir den Fall, dass p ein Max-
Knoten ist), verwendet.

Beweis zu 4.3 (Korrektheit von aB3) Der Beweis erfolgt durch Indukti-
on iber die Hohe des Baumes. Der Induktionsanfang ist klar. Sei p ein MAX-
Knoten, dann gilt folgendes fiir den Induktionsschritt:

‘=7 ab(p, o, B) > f <= es existiert ein j € {1, ..., n} mit res; > 3. Da
Vi :res; < res;y1 und res; = max{val;, ..., valy, a} gilt res; = val; >
B, also val; = ab(g;, resj_1, f) > [. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
dann: m(q;) > B. Da m(p) = max m(q) gilt auch m(p) > S
g€succ(p)

({<:77
ab(p, o, B) < B
=res; < f firallei=1,...,n
=wvaly, ..., val, <

Zm(g) < B
=m(p) = _max m(q;) < B

=1,...
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Der Beweis fir ab(p, a, ) > <= wv(p) > « funktioniert analog. Die
dritte Aussage folgt dhnlich.

O

def ab(p, alpha, beta):
if p isa Leaf:
return v(p)
if p isa MAX_Node:
res = alpha
for q in succ(p):
val = ab(q, res, beta)
res = max(res, val)
if res >= beta:
return res
elif p isa MIN_Node:
res = beta
for q in succ(p):
val = ab(q, alpha, res)
res = min(res, val)
if res <= alpha:
return res
return res

Abbildung 4.7: af-Algorithmus

def ab(p, alpha, beta):
resp = alpha
{a1s...,an} = succ(p)
for i =1 to n:
val; = ab(q;, res; 1, beta)
res; = max(val;,...,val;, alpha)
if res; >= beta:
return res;
return max(val,,...,valy;, alpha)

Abbildung 4.8: af-Algorithmus fiir MAX-Knoten
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Kapitel 5

Transpositionstabellen

In diesem Kapitel wird der Einsatz der Transpositionstabelle genauer erklért.
Durch diese Erweiterung ist der a5-Algorithmus in der Lage ein offenes Spiel
in akzeptabler Zeit zu berechnen.

5.1 Hashen von Zustinden

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, benttigt man zur Reprisentation eines
Spielstands 32 Bit fiir die Karten der Spieler. Zusétzlich miissen die Karten
des aktuellen Stichs, die Information, welcher Spieler Vorhand ist und welche
Farbe man bedienen muss, gespeichert werden. Zusammen sind das auf jeden
Fall deutlich mehr als 32 Bit.

Sind aber zwei Spielstinde gleich, in denen ein Stich noch nicht zu Ende
ist, dann haben diese Positionen einen gemeinsamen Vorfahren (némlich den
Spielstand zu Beginn des Stichs). Es geniigt also, in der Hashtabelle nur
Positionen zu speichern, bei denen keine Karte auf dem Tisch liegt. Diese
Positionen kénnen durch 32 Bit reprisentiert werden. Dabei werden 30 Bit
fiir die Représentation der Karten verwendet, die momentan noch im Spiel
sind. Die beiden Bits, die den Skat représentieren, werden nicht benétigt, da
sie global gespeichert sind. In diesen zwei Bits wird die Information gespei-
chert, welcher Spieler den néichsten Stich eroffnet.

Dadurch lassen sich Spielsituationen eindeutig 32-Bit Zahlen zuordnen. Auf
das Hashen von Blittern (Positionen, in denen alle Karten ausgespielt wur-
den) wird verzichtet. Fiir Bldtter kann némlich schneller der spieltheoretische
Wert ermittelt werden, als es durch Nachsehen in der Hashtabelle méglich
ware.

Die 32-Bit Zahl wird einer Hashtabelle als Schliissel iibergeben. Der Hash-
wert wird von den Informationen gebildet, die mit dieser Position gespeichert
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werden sollen. Zur Implementierung wurde auf das Template hash map der
STL! zuriickgegriffen.

5.2 «af mit Transpositionstabelle

Wenn man den Algorithmus aus Abbildung (4.5) um Transpositionstabellen
erweitert, dann erhiilt man den Algorithmus aus Abbildung (5.2). Dieser
Algorithmus berechnet fiir eine Spielposition p genau den selben Wert wie
af, nur wesentlich schneller. Die Abbildungen (5.1) und (5.3) visualisieren
einen Test mit 50 zufillig gewdhlten Spielen. In jedem dieser Spiele hat jeder
Spieler 10 Karten. Der Test macht deutlich, dass im Vergleich zu a3 ohne
Transpositionstabelle wesentlich weniger Knoten evaluiert werden miissen.

Se+08 T T T T T T T T T

456408 4

4e+08 |- T

3.5e+08 - -

3e+08 - -

> 2.5e+08 -

2e+08 - -

1.5e+08 - ++ B

le+08 - -

50407 peat i

++++ Tt
R S
| el B I L L L L L L L

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Anzahl Spiele mit weniger als y Knoten

0

Abbildung 5.1: af mit Transpositionstabelle (Knoten)

Die mittlere Ausfiihrungszeit fiir die Berechnung eines dieser Spiele betréigt
24,21s. Im Mittel werden pro Spiel noch 84.912.121 Knoten evaluiert.

Da die Ausfiithrungszeit von o/ fiir ein Spiel mit 10 Karten pro Spieler extrem
hoch ist, wird hier exemplarisch das Beispiel mit 9 Karten pro Spieler aus
Kapitel 4 wiederholt.

LC++-Standardbibliothek
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Spieler 0 || &7 | &8 | &) | K | A | O7 | 10 | CA | A
Spieler 1 | QJ | G809 | OQ | #9 | Q7 | 08 | Q9 | QQ
Spieler 2 | &OJ | &9 | QA | A7 | W8 | #Q | 8K | #10 | OK

Algorithmus ‘ Zeit Knoten Eintrige in TT
af 187,88 s 2.021.578.764 -
af_tt 0,40 s 2.539.062 67.873

Durch die Erweiterung um Transpositionstabellen ist es jetzt moglich “kom-
plette Spiele” zu berechnen. Dass a8 und af_tt die gleichen Ergebnisse lie-
fern, 148t sich mit folgendem Satz zusammenfassen:

Satz 5.1 Sei a < [ und p ein beliebiger Knoten im Spielbaum, dann gilt:

ab(pa a, B) = a’b—tt(p’ «, ﬂ)

Mit dem Korrektheitsbeweis fiir den a-Algorithmus aus Kapitel 4 kann nun
gezeigt werden, dass die Erweiterung um Transpositionstabellen ebenfalls zu
korrekten Werten fiihrt.

Beweis zu 5.1 Bevor ein Wert aus der Hashtabelle verwendet wird, sind
die beiden Algorithmen offensichtlich gleich. Sei q der erste Knoten, der ein
zweites mal analysiert wird. Beim ersten Besuch von q wurde dieser mit
einem Aufruf von ab(q, o, ') analysiert. Es lassen sich dann folgende drei
Fille unterscheiden:

1. val < o (kann nur bei MIN-Knoten auftreten)
2. o <wal < f

3. ' <wal (kann nur bei MAX-Knoten auftreten)

Es ist klar, dass im zweiten Fall der Finsatz der Hashtabelle zu korrekten
Werten fiihrt, da hier val = M(q) gilt.

Sei q ein MAX-Knoten und ab(q, o/, B') = val > 3. In die Hashtabelle wurde
dann das Tripel (q, val, Ibound) eingetragen. Fiir den Nachfolger p von g,
der das Abschneiden verursacht hat, gilt also ab(p, res, 5') = val > (' mit
res > q.

FEvaluiert man bei einem erneuten Besuch von q zuerst p, dann liefert der
Aufruf von ab(p, «, B) den Wert val zuriick. Danach wirde o angepafSt wer-
den. Diese Vorgehensweise ist dquivalent dazu, dass statt einer erneuten Ana-
lyse dieser Wert aus der Hashtabelle verwendet wird.

Nach dem Zugriff auf die Hashtabelle und dem Anpassen von « sind af und
af_tt uneder gleich.

Der Beweis fiir ubound-FEintrdige verliuft analog. O
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5.3 Abschitzung der Grofle des Spielbaums

Mit dem Einsatz einer Hashtabelle ergibt sich sofort auch die Frage nach dem
benétigten Speicherplatz fiir die Tabelle.

Die Anzahl der verschiedenen Positionen, die im Verlauf eines beliebigen
Skatspiels auftreten konnen, lisst sich folgendermaflen noch oben abschétzen.
Da ein Spieler das Spiel eroffnet, gibt es genau eine Position, in der 30 Karten
im Spiel sind, d.h. in den Hinden der Spieler gehalten werden. Die Zahl
der Positionen mit 29 Karten, ist durch 3 - (190) (18)2 beschrénkt. Da Farbe
bekannt werden muss, ist der Verzweigungsgrad i.A. kleiner als die Anzahl
der Karten, die ein Spieler noch auf der Hand hat. Da sich in jedem dritte
Stich die Aussplelrelhenfolge dndern kann, ist die Anzahl dieser Positionen
durch 3 - (" ) beschrinkt. Die Zahl der verschiedenen Positionen in einem
Spiel ist also beschriankt durch

1+ 3- Z(w><z+1>2 29;< >2<z+1) 29;( )

J/ ~ J/ (N J/
-~ -~ -~

#Posmonen mit einer #Positionen mit zwei #Positionen ohne
Karte auf Tisch Karten auf Tisch Karten auf Tisch

Die Auswertung dieses Terms ergibt 316.581.176. Da in der Hashtabelle nur
Positionen gespeichert werden, in denen keine Karten auf dem Tisch liegen,
kann man die Anzahl der Eintréige in der Tabelle durch 3 - 2?21 (1Z.0)3 +1=
114.495.775 nach oben abschéitzen. Da man schon fiir die Schliissel vier Byte
bendtigt, wiirde diese Tabelle iiber 400 MB grof8 werden. Allerdings lief} sich
so etwas nie beobachten. Abbildung (5.4) zeigt fiir 300 zufillig gewéhlte Spie-
le mit 10 Karten pro Spieler die Anzahl der Eintrige in der Hashtabelle, die
af_tt anlegt. Der Durchschnitt liegt in diesem Test bei 1.498.831 Knoten pro
Spiel, das Maximum bei 7.761.778 Knoten.

af_tt wurde fiir diesen Test gewihlt, da die in den folgenden Kapiteln bespro-
chene Algorithmen weniger Knoten evaluieren und so auch weniger Eintrige
anlegen.
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def ab_tt(p, alpha, beta):
if p isa Leaf:
return 0O

if hash.lookup(p, val, flag):

if flag == VALID:

return val
elif flag == LBOUND:

alpha = max(alpha, val)
elif flag == UBOUND:

beta = min(beta, val)
if alpha >= beta:

return val

if p isa MAX_Node:
res = alpha
else:
res = beta

for q in succ(p):
if p isa MAX_Node:
succVal = t(q) + ab_tt(q, res - t(q), beta - t(q))
res = max(res, succVal)
if res >= beta:
hash.add(p, res, LBOUND)
return res
elif p isa MIN_Node:
succVal = t(q) + ab_tt(q, alpha - t(q), res - t(q))
res = min(res, succVal)
if res <= alpha:
hash.add(p, res, UBOUND)
return res
hash.add(p, res, VALID)
return res

Abbildung 5.2: a8 mit Transpositionstabelle
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Kapitel 6

Vorzeitiger Spielabbruch

Skatspiele werden i.A. nicht erst mit der letzten Karte entschieden. In den
meisten Spielen erreicht eine Partei schon vor Spielende die nétigen 60 bzw. 61
Punkte. In diesem Kapitel wird der bisher entwickelte Algorithmus um einen
Test erweitert, der sich dies zu Nutze macht. Der daraus resultierende Algo-
rithmus ist in gewisser Weise mit Minimal Window Search oder auch Null
Windows Search verwandst.

6.1 Minimal Window Search

Der af-Algorithmus durchsucht einen Spielbaum 7" mit einem anfinglichen
Fenster F' = [—o0, +00]. Dieses Fenster garantiert, dass der spieltheoretische
Wert der Wurzel p von 7" auch wirklich in F' liegt. Die Suche kann aber
effizienter gestaltet werden, indem das Suchfenster verkleinert wird. Das liegt
daran, dass durch eine Verkleinerung des Suchfensters die Wahrscheinlichkeit
wichst, dass Knoten beschnitten werden. Beim Skatspiel z.B. liegt der Wert
eines Knotens immer in [0, 120].

Ein Fenster F = [a, f := « + 1] ist ein sogenanntes Zero Window oder
Minimal Window. Es ist ein kleinstmogliches Intervall mit v < 5, wenn man
sich auf a;, 8 € N beschrinkt. Fiir das Skatspiel ist das keine Einschréinkung,
da hier jedes mogliche Ergebnis in N liegt.

Wihlt man etwa das initiale Fenster F' = [60, 61], dann liefert ein Aufruf
von ab(p, 60, 61) genau dann einen Wert > 61, wenn der Alleinspieler von
p aus gewinnen kann. Analog verliert er, wenn das Ergebnis < 60 ist. Ein
Ergebnis zwischen 60 und 61 kann nie auftreten. Dadurch ist garantiert, dass
man immer eine Aussage erhilt. Diese Eigenschaft folgt sofort aus dem Satz
iiber die Korrektheit des af-Algorithmus (siehe Kapitel 4).

Der Algorithmus, den man so aus «f erhélt heiit Minimal Window Search.
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6.2 Minimal Window Search verbessert

Minimal Window Search nutzt die Tatsache, dass ein Skatspiel schon vor
Erreichen eines Blattes beendet sein kann, nicht aus. Ein Spiel kann abge-
brochen werden, sobald eine der Parteien die ndtigen 60 bzw. 61 Punkte
erzielt hat. Erweitert man Minimal Window Search um diesen Test auf vor-
zeitigen Abbruch, dann erhélt man Algorithmus mws aus Abbildung (6.1).

def mws(p, bound):
if p.good_points > bound:
return True
elif p.bad_points >= 120 - bound:
return False

if p isa MAX_Node:
result = False
else:
result = True

for q in succ(p):
succ_win = mws(q)
if p isa MAX_Node:
if succ_win == True:
return True
elif p isa MIN_Node:
if succ_win == False:
return False

return result

Abbildung 6.1: mws-Algorithmus

Hierbei bezeichnet p.good_points die bisher erzielte Punktzahl des Alleinspie-
lers in p und p.bad_points die der Gegenspieler. Ein Aufruf von z.B. mws(p, 60)
liefert dasselbe Ergebnis, wie ein Aufruf von ab(p, 60, 61). In der Implemen-
tierung dieses Algorithmus féllt auf, dass es keine gesonderte Behandlung
mehr fiir Blatter des Spielbaumes gibt. Wie sich herausstellen wird, ist das
aber auch nicht notwendig.

Vor dem Beweis dieser Eigenschaft, wird zuerst die Korrektheit dieses Algo-
rithmus bewiesen.
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Satz 6.1 (Korrektheit des mws Algorithmus) Sei p eine beliebige Po-
sition in einem Skatspiel, das kein Nullspiel ist, dann gilt

mws(p) = True
<~
der Alleinspieler kann ausgehend von p einen Sieq erzwingen.

Beweis zu 6.1 Eine Position p ist gewonnen, wenn der Alleinspieler in p
mindestens 61 Punkte hat. Analog ist p verloren, wenn die Gegner mindes-
tens 60 Punkte haben.

Der Algorithmus (6.1) unterscheidet zwei Fille mit je zwei Unterscheidun-
gen. Die Bdume sollen dabei die Situation graphisch beschreiben. Ein roter
Knoten entspricht dabei eine gewonnenen Position und ein schwarzer einer
verlorenen.

1. p ist ein MAX-Knoten

e Wenn einer der Nachfolger von p eine Position ist, in der der
Alleinspieler gewonnen hat, dann hat er auch in p gewonnen.

=

e Wenn alle Nachfolger von p verloren sind, dann ist auch p verlo-
ren.

=

2. p st ein MIN-Knoten

e Wenn alle Nachfolger von p Positionen sind, in denen der Allein-
spieler gewonnen hat, dann hat er auch in p gewonnen.

=

e Wenn ein Nachfolger von p eine verlorene Position ist, dann st
auch p eine verlorenen Position.

=
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Das sind alle Falle, die auftreten konnen. Daraus folgt die Behauptung. Die
totale Korrektheit des Algorithmus ergibt sich daraus, dass auf jedem Pfad
von der Wurzel zu einem Blatt eine Position erreicht wird, in der eine Partei
mindestens 60 bzw. 61 Punkte hat.

g

Satz 6.2 Sei 6 € {0, ..., 120} und sei p ein beliebiger Spielstand in einem
Skatspiel, dann gilt:

mws(p, 6) = True <= ab(p, 0, 6 +1) >d+1
Beweis zu 6.2
((:>”

mws(p, 0) = True =-der Alleinspieler kann ausgehend von p eine
Position erreichen mit p.good_points > § + 1
=v(p) > +1
=ab(p, 5, 6+1)>d+1

“=” In jedem Spielstand p gilt:
p.good_points + p.bad_points + p.rest = 120
hierbei bezeichnet p.rest die Punkte, die in p noch nicht vergeben sind.

mws(p, 0) = False = Der Alleinspieler kann ausgehend von p keine
Position erreichen mit p.good_points > 6 + 1
= Der Alleinspieler erreicht nur Positionen p mit
p.good_points < §
=uv(p) <o
=ab(p, 5, 6 +1) <46

6.3 mws mit Transpositionstabelle

Auch dieser Algorithmus 148t sich um Transpositionstabellen erweitern. Da-
zu werden fiir jeden besuchten Knoten p eine obere (maz_value) und eine
untere Schranke (min_value) in die Hashtabelle geschrieben. min_value gibt
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an, dass der Alleinspieler ausgehend von p noch mindestens min_value viele
Punkte erzielt. mazx_value gibt entsprechend das Maximum der von p ausge-
hend erreichbaren Punkte an. Dadurch ergibt sich der Algorithmus mws_tt
aus Abbildung (6.2).

Hierbei wird beim Aufruf von hash.lookup(p, min value, max_value) (fiir
den Fall dass p in der Hashtabelle ist) min_value eine untere und max_value
eine obere Schranke fiir m(p) zugewiesen. Ansonsten wird min_value auf 0
und mazx_value auf die Zahl der noch erzielbaren Punkten (120—p.good_points—
p.bad_points) gesetzt.

Die Korrektheit fiir den Einsatz der Transpositionstabelle ergibt sich dar-
aus, dass zu jedem Zeitpunkt min_value die Anzahl der Punkte ist, die der
Alleinspieler mindestens noch erzielen wird und maz_value die Anzahl der
Punkte ist, die er héchstens noch erreichen kann.

Die Abbildungen (6.3) und (6.4) zeigen das Ergebnis einer Wiederholung des
Tests aus Kapitel 5. Zum Vergleich werden die Mefergebnisse von a_tt noch
einmal dargestellt.
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def mws_tt(p, bound):
if p.good_points > bound:
return true
if p.bad_points >= 120 - bound:
return false

if hash.lookup(p, min_value, max_value):
if p.good_points + min_value > bound:
return true
if p.good_points + max_value <= bound:
return false

if p isa MAX_Node:
result = false
else:
result = true

for q in succ(p):
succ_win = mws_tt(q, bound)

if p isa MAX_Node:
if succ_win:
result = True
break
else:
if not succ_win:
result = False
break

if result:
min_value

else:
max_value = bound - p.good_points

bound + 1 - p.good_points

hash.add(p, min_value, max_value)
return result

Abbildung 6.2: mws-Algorithmus mit Transpositionstabelle
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Kapitel 7

Aquivalenzklassen

Die bisher betrachteten Algorithmen berechnen immer nur den Wert fiir eine
Spielposition. Die Werte solcher Positionen werden zwar in der Transposi-
tionstabelle gespeichert, doch kann man diese Ergebnisse nur dann wieder-
verwerten, wenn man bei der Suche genau diese Positionen ein zweites Mal
analysiert.

Es 148t sich allerdings zeigen, dass man mit diesen Ergebnisse den Wert
fiir andere, noch nicht besuchte Positionen nach oben und unten abschétzen
kann. Dadurch wird die Suche erheblich beschleunigt. Solche Situationen tre-
ten z.B. auf, wenn ein Spieler in einer Position ¢ bedienen muss. Nun kann
er sich u.a. fiir $8 oder {9 entscheiden. Die bisherigen Algorithmen hétten
dann zuerst den Wert fiir )8 und dann fiir {9 ausgerechnet. Mit Hilfe des
Satzes iiber Aquivalenzklassen, der in diesem Kapitel aufgestellt und bewie-
sen wird, wird eine dieser beiden Berechnungen iiberfliissig, da hier genau
der gleiche Wert erzielt wird.

Bevor nun dieser Mechanismus genauer erkléirt wird, bedarf es einiger Defi-
nitionen.

Definition 7.1 Auf Spielkarten lifit sich wie folgt eine partielle Ordnung
definieren: Haben zwei Karten ¢ und ¢ die gleiche Farbe, dann gilt ¢ < ¢
falls ¢ von ¢ gestochen werden kann. Eine Karte ¢ kann von einer Karte ¢
gestochen werden, falls ¢ die gleich Farbe hat wie ¢, oder Trumpf ist und
nach den Regeln des aktuellen Skatspiels die hohere Karte ist.

Das ist im Prinzip die natiirliche Ordnung, die durch die Regeln des Skatspiels
induziert wird.
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Definition 7.2 Sei C' eine Menge von Karten und die disjunkte Vereinigung
von C1 und Cy. Fine Aquivalenzklasse ng (¢) auf C, ist die grifite Teilmenge
von C7 mit folgender Eigenschaften:

ecc ng(c)

o V¢ € ng (c) gilt: ¢ hat dieselbe Farbe wie ¢ und fir jede Karte d € Co
mit derselben Farbe wie ¢ und ¢’ gilt: c <d < ¢ <d

Zwei Karten ¢ und ¢ sind dquivalent beziiglich der Mengen Cy und Cs, in

Zeichen cgg d, falls c € ng (¢). Da diese Aquivalenzklassen reprisentanten-
1
unabhdngig sind, ist das gleichbedeutend mit c € ng (c).

Diese Definition soll an folgendem Beispiel illustriert werden.

Beispiel 7.1 Sei C; = {08, ¢Q, ¢A} und C, = {O7, O K, $10}. Die Aqui-
valenzklasse ng (&Q) ergibt sich zu {$Q, $8}. Beide Karten, ¢8 und {Q),
konnen die gleichen Karten aus Cy stechen, ndmlich {7. Von den restlichen
Karten aus Cy werden beide Karten gestochen. Das ist auch die grofite Menge
dieser Art, denn ) A kann von keiner Karte aus Cy gestochen werden.

Der spieltheoretische Wert fiir einen Repriisentanten einer Aquivalenzklasse
E liefert zusammen mit dem néchsten Satz eine obere und untere Schranke
fiir die Werte der anderen Karten aus E.

In diesem Kapitel wird oft nicht zwischen einzelnen Karten und Positionen
unterschieden. Allerdings ist das auch nicht notwendig, denn beide Begriffe
bezeichnen hier das gleiche: Eine Karte ¢ bezeichnet gleichzeitig eine Position
p, wenn man weif} in welcher Position ¢ sie ausgespielt wird. Hierbei ist p der
Nachfolger von ¢, in den man durch Ausspielen von ¢ gelangt.

7.1 Satz iiber Aquivalenzklassen

Skat kann auch als 2-Personenspiel aufgefafit werden. Hierbei ist Spieler 1
der Alleinspieler und Spieler 2 wird von den beiden Gegnern gebildet. Im
Folgenden sei G = (X, Y, A) ein Skatspiel in strategischer Form im Sinne
der Spieltheorie [7] mit beliebiger, aber fester Kartenverteilung. Das Spiel
sei ein Farb- oder Grandspiel. Hierbei sei X die Menge der Strategien fiir
Spieler 1 und Y die Menge der Strategien fiir Spieler 2. Eine Strategie x € X
ist eine Funktion x : P — C'. Hierbei ist P die Menge aller Spielpositionen,
und C ist die Menge der Spielkarten. Analog ist y € Y definiert. Sei weiter
A: X XY — Rdie Bewertungsfunktion. A gibt den Wert des Spiels aus Sicht
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von Spieler 1 an, d.h. A(z, y) = r bedeutet, dass wenn Spieler 1 mit z und
Spieler 2 mit y spielt, Spieler 1 » Punkte erzielt. Wieviele Punkte Spieler 2
erreicht kann man sich leicht ausrechnen, da immer 120 Punkte im Spiel sind.

Satz 7.1 (Satz iiber Aquivalenzklassen) Seip eine beliebige Position in
einem Skatspiel. Cy bezeichne die Menge der Karten, die Spieler 1 in p auf
der Hand hdilt und Cy die Menge der restlichen Karten, die in p noch im Spiel
sind, einschlieflich der Karten im aktuellen Stich. Spieler 1 habe die Karten

. C . . .
c und ¢ mit c~c auf der Hand. Sei weiter v(p, ¢) = max min A(z, y) Dann
C1 z€ yey
a(p)=c

gilt:

v(p, ) —v(p, ¢)| < d(c, )
Hierbei ist d(c, ') = |val(c) — val(d')| und val(c) ist der Wert der Karte
2.B. val(&K) = 4.

Anschaulich ist v(p, ¢) der beste Wert, den Spieler 1 erreichen kann, wenn
Spieler 1 in p die Karte c spielt. Fiir den Beweis dieses Satzes werden folgende
Lemmata verwendet.

Lemma 7.1 Sei G = (X, Y, A) ein Skatspiel in strategischer Form, in dem
kein Nullspiel gespielt wird, mit beliebiger aber fester Kartenverteilung. C;
bezeichne die Karten von Spieler i € {1, 2} einschliefilich der Karten im
aktuellen Stich. In dieser Kartenverteilung habe Spieler 1 die beiden Karten

¢ und ¢ mit ¢ ¢ auf der Hand. Sei G' = (X, Y, A") das Spiel, das man

Ci
erhdlt, wenn man in G die Werte der beiden Karten ¢ und ¢ vertauscht (es

werden nur die Werte vertauscht, wenn aber vor der Vertauschung c < ¢ galt,
dann gilt das auch nach der Vertauschung). Sei f die Funktion, die z(p) auf
x(p') abbildet. Hierbei ist p' diejenige Position, die man erhdlt, wenn man in
p die Karten ¢ und ¢ miteinander vertauscht. Sei weiter

d falls x(p) = ¢
g@)(p)=qc  falls x(p) =
z(p) sonst

Dann gilt:

A((go f)(z), f(y) = Az, y) VeeX,VyeY
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Beweis zu Lemma 7.1 Ohne Einschrinkung spielt Spieler 1 in G' ¢ vor ¢
aus. Spieler 1 spiele G' mit Strategie x und G mit (go f)(x). Spieler 2 spielt
G’ mit y und G mit f(y) (Abbildung (7.1)). Sei p diejenige Position, in der
Spieler 1 ¢ ausspielt. Bis zu dieser Position verlaufen die Stiche in beiden
Spielen gleich.

In Spiel G' wird ¢ ausgespielt. Daraus ergibt sich die Position p;. Werden in
p1 die Karten ¢ und ¢ vertauscht, so erhdlt man Position p}. Diese Position
wird auch erreicht, wenn Spieler 1 in G die Karte ¢ spielt. In beiden Spielen
wird dieser Stich vom gleichen Spieler gewonnen. Danach ist die Situation
in beiden Spielen wieder gleich. D.h. in beiden Spielen erdffnet der gleiche
Spieler den ndchsten Stich und auch die erzielten Punkte der Spieler sind
tdentisch.

Die Stiche, an denen die Karte ¢ nicht beteiligt ist, verlaufen in G und G’
parallel. Sei nun p, die Position, in der Spieler 1 im Spiel G' die Karte ¢
spielt. Durch Vertauschen von ¢ mit ¢ erhdlt man Position pl,. Auch hier
gewinnt derjenige Spieler den Stich mit ¢ in G, der den Stich mit ¢ in G’
gewinnt. Der Rest des Spiels G ist dann identisch mit dem Rest von G'.

0

Anschaulich bedeutet das, dass beide Spieler so spielen, als géibe es die Wer-
tevertauschung in G’ gar nicht. Hierbei beeinfluit f die Wahrnehmung der
Spieler und g die Aktionen, die Spieler 1 ausfiihrt. Die Spieler reagieren also
auf eine Situation, in der ¢ gespielt wurde, so, als ob ¢’ gespielte wurde und
umgekehrt. Wegen der Aquivalenz von ¢ und ¢ wird somit ein legaler Zug
ausgefiihrt. Zudem wird dieser Stich in beiden Spielen vom gleichen Spieler
gewonnen.

Da die Werte beider Karten zweimal vertauscht wurden, ndmlich in p und
in ¢, erhélt man am Ende des Spiels natiirlich in beiden Spielen das gleiche
Ergebnis.

Lemma 7.2 Unter den gleichen Voraussetzungen wie im letzten Lemma gilt:
Az, y) — Az, y)| < d(c, ) VzeX,VyeY

Beweis zu Lemma 7.2 Das ist sehr leicht zu sehen. Das Spiel G' verliuft
genau wie G nur mit der Tatsache, dass die Werte der Karten ¢ und
vertauscht worden sind. Seival(c) > val(c'), dann gibt es folgende drei Fille:

1. Die beiden Stiche mit ¢ und ¢ vom gleiche Spieler gewonnen. Hier
dndert das Vertauschen der Werte nichts an der Punktzahl der einzel-
nen Spieler.
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Abbildung 7.1: Spielverlauf

2. Wenn Spieler 1 den Stich mit ¢ gemacht hat, dann wurden ihm d(c, c')
Punkte zuwenig angerechnet.

3. Analog, wenn Spieler 1 den Stich mit ¢ gemacht hat, werden im d(c, ¢')
zuviel angerechnet.

O

Beweis zu 7.1 (Satz iiber Aquivalenzklassen) Seii optimale Strategie
in G fiir Spieler 1 unter den Strategien, die in p die Karte ¢ spielen, und &'
optimale Strategie in G fiir Spieler 1 unter den Strategien, die in p die Karte
c spielen. Sei ferner § optimale Strategie in G fiir Spieler 2. Nach dem SATZ
VON KUHN (siehe etwa [7] S. 99) gibt es solche Strategien (d.h. Strategien,
die auf alle Gegenstrategien beste Antwort sind), da G ein Nullsummenspiel
mat vollstindiger Information ist.

Dann gilt:
12 _ . _ .
[v(p; ) = v(p, ¢)| = | max min A(z, y) — max min A(z, y)|
z(p)=c z(p)=c'
=[A(Z, §) — A@, 7)]
Annahme:

|AZ, §) — A&, §)| > d(c, )
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Ohne FEinschrinkung sei A(Z, §) > A(Z', §), der Beweis wiirde ansonsten
analog verlaufen. Somit gilt:

Az, §) — A(F, g) > d(c, ¢
=A(z, 7) < AT, 5) — d(c, ) (%)
Betrachte die Strategie
7= (go f)(%)
Az, 5) = Al(go f)(@), ¥
> A(go £)(2), £(9)) (G optimal)
= A'(Z, 9) (Lemma 6.1)
> Az, 9) —d(c, ) (Lemma 6.2)

Mit (x) folgt A(Z, §) > A(Z', §) im Widerspruch zur Definition von &', da
Z(p)=c.
U

Mithilfe dieses Satzes lassen sich die bisher betrachteten Algorithmen wei-
ter beschleunigen. Statt fiir jede Karte den spieltheoretischen Wert aus-
zurechnen, kann man somit auf schon errechnete Werte zuriickgreifen und
Abschétzungen vornehmen.

7.2 Anwendung des Satzes

Sei p ein MAX-Knoten in einem Spielbaum und v(p, ¢) < 60. D.h. der Allein-
spieler hat in Position p verloren, wenn er dort die Karte c ausspielt. Spielt
er in p stattdessen die Karte ¢/, dann gilt im giinstigsten Fall v(p, ¢’) =
v(p, ¢) + d(e, ¢'). Es geniigt also zu priifen, ob v(p, ¢) + d(c, ¢/) < 60 ist.
Wenn dies der Fall ist, dann verliert der Alleinspieler auch beim Ausspielen
der Karte ¢ in p. Folglich ist es nicht mehr notwendig, diesen Teil des Spiel-
baumes zu durchsuchen.

Analog kann man in einem MIN-Knoten verfahren. Hier werden dann im
Gegensatz zum MAX-Knoten nicht die Verlierer, sondern die Gewinner eli-
miniert.

In der Implementierung des Double Dummy Solvers wird dieser Satz nur auf
Karten ¢ und ¢’ angewendet mit d(c, ¢’) = 0. D.h. es kommen nur die vier
Buben, alle 7er, 8er und 9er in Betracht. Erste Versuche mit allgemeineren
Aquivalenzen zeigten nicht den gewiinschten Effekt.
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7.3 Ergebnisse

Erweitert man Algorithmus mws_tt aus Kapitel 6 um den im letzten Ab-
schnitt vorgestellten Test, dann erhilt man Algorithmus mws_equiv. Dieser
Algorithmus evaluiert wesentlich weniger Knoten als mws_tt. Das hat zur
Folge, dass die Ausfiihrungszeit weiter sinkt.

Die Abbildungen (7.2) und (7.3) visualisieren die Ergebnisse eines Tests aus
1.000 zufilligen Spielen. Folgende Tabelle zeigt die Durchschnittswerte der
beiden Algorithmen.

Algorithmus || durchschnittliche durchschnittliche
#Knoten pro Spiel Zeit pro Spiel

mws_tt 2.491.071 2,38s

mws_equiv H 1.090.127 1,40s

Die Ausnutzung der Aquivalenzklassen reduziert die Anzahl der zu betrach-
tenden Knoten im Vergleich zu mws. Trotz einer Ersparnis von iiber 56%
bei den Knoten, sinkt die Ausfiihrungszeit nicht in gleichem Maf. Das liegt
daran, dass in diesem Fall zusitzlich noch die Aquivalenzklassen berechnet
werden miissen. I.A. ist eine Erweiterung immer zweischneidig: zwar redu-
ziert sie die Zahl der zu betrachtenden Knoten, sie benétigt aber zusétzliche
Rechenzeit. Der Einsatz einer Erweiterung ist nur dann gerechtfertigt, wenn
dadurch die Ausfiihrungszeit insgesamt sinkt.

7.4 Partition Search

Die Idee hinter dem Satz iiber Aquivalenzklassen geht auf Partition Search
von M. Ginsberg [3] zuriick. Im Prinzip ist Partition Search ein «8-Algorithmus
mit Transpositionstabelle. Der Unterschied besteht darin, dass in der Trans-
positionstabelle nicht einzelne Positionen, sondern Mengen von Positionen
gespeichert werden, die im Sinne der Klassen ng dquivalent sind. Positionen,
die in solch einer Menge gespeichert werden, haben den gleichen Minimax-
Wert.

Partition Search iiberpriift zuerst fiir einen Knoten p, ob in der Hashtabelle
eine Menge S existiert, mit p € S. Wenn das der Fall ist, so wird die Be-
wertung fiir Positionen aus S zuriickgeliefert. Fiir den Fall, dass keine solche
Menge in der Hashtabelle existiert, priift der Algorithmus, ob es einen Zug
gibt, der in einen Zustand fiihrt, der in der Tabelle gespeichert ist.
Ginsberg beobachtete durch den Einsatz dieser Technik einen Effizienzge-
winn, der mit dem von a3 gegeniiber Minimax vergleichbar ist.
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Kapitel 8

Memory Test Driver

In den beiden letzten Kapiteln hat unter anderem ein Verzicht auf die exakten
numerischen Werte bei der Berechnung von Spielen zu einer Performance-
Steigerung beigetragen.

Der offensichtliche Nachteil dieser Herangehensweise betrifft die Qualitéit der
so erhaltenen Informationen. Diese geben zwar an, mit welchen Karten man
gewinnen kann, aber nicht, wie viele Punkte durch das Ausspielen einer Karte
erzielt werden konnen. Kann in einer Position mit mehreren Karten gewonnen
werden, dann ist unklar mit welcher bzw. welchen dieser Karten die hochste
Punktzahl erzielt werden kann. Folglich ist nicht garantiert, dass man mit
diesem Algorithmus optimal spielt, z.B. wenn man die “Schneider”-Regel
beriicksichtigt.

Dieses Problem li8t sich mit einigen Anderungen des zuletzt vorgestellten
Algorithmus 16sen. Zunéchst wird ein allgemeines Schema zur Losung dieses
Problems priasentiert und anschliefend auf den Algorithmus aus dem letzten
Kapitel eingegangen.

8.1 MTD(f)

MTD ist ein Framework, in dem Algorithmen wie z.B. af_tt mit Zero Win-
dow, den spieltheoretischen Wert einer Position p durch wiederholtes Suchen
berechnen.

Die einfache Gestalt dieses Frameworks zusammen mit af_tt ist in Abbil-
dung (8.1) zu sehen. Da in jeder Iteration das gleiche Spiel berechnet wird,
kann man bei geeigneter Implementierung von af_tt auf bereits berechnete
Ergebnisse in der Hashtabelle zuriickgreifen. Hierdurch kann der spieltheo-
retische Wert von p in kiirzerer Zeit berechnet werden, als das mit afS_tt
moglich wire.
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Der Name MTD( f) geht auf J. Pearls Test-Prozedur zuriick [8]. Plaat, Schaef-
fer et. al. [10] entwickelten daraus MTD (Memory-enhanced Test Driver).
Der Algorithmus mws_equiv ist fiir den Einsatz mit MTD geeignet. In die
Hashtabelle werden von mws_equiv wie angesprochen obere und untere Schran-
ken fiir die Punkte, die der Alleinspieler noch erzielen wird geschrieben. Diese
Schranken sind unabhéngig davon, ob der Alleinspieler ein Spiel mit mehr
als 60 oder z.B. erst mit mehr als 90 Punkten gewonnen hat. Eine Mé&glich-
keit, mws_equiv(p, bound) in dieses Framework einzubinden, wird in Ab-
bildung (8.2) gezeigt. Dabei wird bound in jedem Schritt herabgezihlt, bis
mws_equiv(p, bound) = True gilt. Im Fall des Skatspiels kann man bound
anfangs auf 120 setzten.

8.2 Der beste Wert fiir bound

Die Suche nach dem Wert der Wurzel kann auf verschiedene Arten angegan-
gen werden. Die Herangehensweise, in der bound in jeder Iteration verkleinert
wird, wird in [10] mit MTD(+00) bezeichnet. Alternativ kann man sich aber
auch von unten an den Wert der Wurzel anndhern. Dieser Ansatz wird mit
MTD(—o00) bezeichnet. Man kénnte auch eine bindre Suche verwenden, die
Schrittgrofe, in der bound verdndert wird, variieren etc.

In gewisser Weise ist MTD(4o00) optimistisch, da ein hoher Wert erwartet
wird, der den Algorithmus schneller abbricht. MTD(—o0) kann so als pessi-
mistisch bezeichnet werden. Einen realistischen Ansatz bildet MTD( f). Hier
versucht man bound ~ minimaz(p) zu wihlen. Exemplarisch werden hier
diese drei Ansétze miteinander verglichen.

In einem Test werden 1.000 zufillig erzeugte Grand- und Farbspiele gespielt.
In jedem Spiel wird zufillig eine Spielfarbe vorgegeben und der Skat wird fest-
gelegt. Spieler 0 spielt immer allein und eréffnet jedes Spiel. Die Abbildungen
(8.3) und (8.4) zeigen die Ergebnisse dieses Tests. Sie zeigen, dass im gegebe-
nen Fall der Ansatz MTD(+4o0c) dem Ansatz MTD(—o0) vorzuziehen ist. Die
Ausfithrungszeit ist gegeniiber MTD(—o00) 4,5-mal so schnell. Bleibt noch die
Frage, ob die optimistische Herangehensweise besser als die realistische ist.
Zu diesem Zweck wurde mit der exakten, spieltheoretischen Punktzahl ge-
rechnet. Die realistische Suche ist 2,5-mal schneller als die optimistische. Das
ist auch nicht verwunderlich, da hier die wenigsten verschiedenen Werte von
der Wurzel bis zum spieltheoretischen Wert auftauchen. Somit ist in diesem
Fall die schnellste Konvergenz zu erwarten. Da eine gute Vorhersage des zu
erwartenden Wertes schwierig ist, wurde in der Implementierung des Double
Dummy Solvers der optimistische Zugang gewihlt.
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8.3 Interpretation der Arbeitsweise
von MTD(+o0)

Man koénnte die Vorgehensweise von MTD(+00) mit iterierter Tiefensuche
(IDS) vergleichen. Der Spielbaum wird immer nur bis zu einer vorgegebenen
Schranke durchsucht, ist die Suche erfolglos, dann wird die Schranke herab-
gesetzt. Auf diese Art und Weise wird dann ein gréflerer Teil des Baumes
durchsucht. Die vorhandenen Eintrdge in der Hashtabelle dienen dabei als
Wegweiser fiir die Suche.
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def mtd(p, £f):

g=1*f
upper_bound = +infinity
lower_bound = -infinity
while lower_bound < upper_bound:
if g == lower_bound:
beta =g + 1
else:
beta = g
g = ab_tt(p, beta - 1, beta)
if g < beta:
upper_bound = g
else:
lower_bound = g
return g

def mtd_mws(p, f):
g=1*%
upper_bound = 120
lower_bound = 0
while lower_bound < upper_bound:
if g == lower_bound:
bound = g + 1
else:
bound = g

if mws(p, bound):
g +=1
lower_bound
else:
g =1
upper _bound
return g

I
(o8]

I
o]

Abbildung 8.1: MTD(f)

def mtd_mws(p, bound):
while mws_equiv(p, bound) == False:
bound -= 1
return bound

Abbildung 8.2: MTD mit mws_equiv
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Kapitel 9

Sichere Stiche

In bestimmten Situationen kann man Aussagen iiber den Ausgang des Spiels
treffen, bevor eine Partei die notigen 60 bzw. 61 Punkte fiir den Sieg erzielt
hat.

Hat der Alleinspieler in der Spielposition p z.B. die héchsten Triimpfe auf der
Hand, dann wird er damit jeden Stich gewinnen. Kann man nun abschétzen,
wie viele Punkte s dadurch mindestens erzielt werden kénnen, dann hat der
Alleinspieler in p auch dann gewonnen, wenn p.goodPoints + s > 61. Analog
natiirlich auch fiir die Gegner.

In diesem Kapitel wird ein Mechanismus beschrieben, mit dem man diese
“sicheren” Stiche nach unten abschitzen kann.

9.1 Der Alleinspieler

Die Vorgehensweise ist wie folgt: in einer Position p, in der der Alleinspieler
(Spieler 0) den Stich er6ffnet spielt er wie in Abbildung (9.1) beschrieben.

def one_vs_two():
while Spieler O besitzt hdchsten Trumpf:
Spieler 0 spielt hochsten Trumpf

for each suit s:
while Alleinspieler hat hochste Karte von s and
keiner der Gegner, der s nicht hat, besitzt Trumpf:
spiele diese Karte

Abbildung 9.1: Einer gegen Zwei

Die Triimpfe werden deshalb als erstes ausgespielt, weil dadurch u.U. auf
Grund des Bedienzwanges erreicht werden kann, dass bei den anschliefenden
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Farbstichen die Gegner nicht mehr mit Trumpf stechen konnen.

Es werden nur Stiche gezihlt, die der Alleinspieler ausgehend von p gewinnt,
ohne dass ein Gegner davon einen Stich bekommt. Wenn man dieser forcieren-
den Spielweise eine optimale Strategie der Gegner entgegensetzt, dann erhéalt
man eine untere Schranke fiir die Punkte, die der Alleinspieler im Restspiel
noch erreichen wird. Die Strategie fiir Gegner 7 € {1, 2} sei folgende:

def ans(i):
if Spieler i kann Farbe bekennen:
lege niedrigste Karte dieser Farbe
else:
count; += 1

Abbildung 9.2: Spielweise der Gegner

Diese Regeln geniigen, da das Spiel vorbei ist, wenn Spieler 0 keinen Stich
mehr gewinnen kann. I.A. ist nicht klar, welche Karte abgeworfen werden
muss, wenn die Farbe nicht bekannt werden kann. Aus diesem Grund wird
statt dem Ausspielen solch einer Karte fiir jeden Gegner gezéhlt, wie oft er
nicht bekennen konnte. Wenn Spieler 0 keinen Stich mehr gewinnen kann,
dann werden die niedrigsten count; Karten von Spieler ¢ zum Gewinn von
Spieler 0 gezéhlt. Auf diese Weise wird sichergestellt, dass die Gegner so we-
nig Punkte wie moglich abgeben.

Zur Illustration sei folgende Situation eines O-Spiels gegeben.

Spieler 0 || &J | Q10
Spieler 1 || ¢&J | QA
Spieler 2 || &8 | #9

Der Spielbaum zu diesem Spiel ist auszugsweise in Abbildung (9.3) darge-
stellt.

(4,21)  (13,12)(13,12) (4, 21)

Abbildung 9.3: Spielbaum
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Die erste Komponente der Wertepaare gibt an, wie viele Punkte der Allein-
spieler in diesem Teilspiel erzielt, die zweite analog fiir die Gegner.

Der Satz iiber Aquivalenzklassen (siehe Kapitel 7) sagt aus, dass die Reihen-
folge in der Spieler 2 seine Karten ausspielt, unerheblich fiir den Ausgang des
Spiels ist. Da Spieler 2 nie einen Stich bekommt und auch keine wertvollen
Karten hat, wurden seine Karten im Spielbaum nicht beriicksichtigt. Statt
des Ausspielens einer Karte von Spieler 2, wiirde jedes mal count, inkremen-
tiert werden.

Der Alleinspieler gewinnt in diesem Spiel den Stich mit &.J. Nach der oben
vorgestellten Strategie wiirde Spieler 1 dann QA spielen. Diese Vorgehens-
weise fiihrt dazu, dass der Alleinspieler 13 Punkte erzielt und die Gegner
12 (siehe Abbildung (9.3)). Diesen Wert kann der Alleinspieler allerdings nie
erzwingen.

Man erhélt aber korrekte Schranken, wenn die Werte der Karten geméf fol-
gender Wertevertauschung modifiziert werden.

Definition 9.1 (Wertevertauschung) Sei T; die Menge der Trimpfe, die
Gegner i € {1, 2} auf der Hand hat. Durch folgenden Algorithmus ist die
Wertevertauschung definiert:

e Sei V; die absteigend sortierte Folge der Kartenwerte aus T;
o Sortiere T; nach absteigender Kartenhohe
o Der Wert der j-ten Karte aus T; ist der j-te Wert aus V;

Angewandt auf das Beispiel ergeben sich folgende Werte:

Spieler 0 || (&, 2) | (V10, 10) Spieler 0 || (&.J, 2) | (V10, 10)
Spieler 1 || (O, 2) | (DA, 11) ~» Spieler 1 || (¢J, 11) | (DA, 2)
Spieler 2 || (#8,0) | (49, 0) Spieler 2 || (#8,0) | (49, 0)

Jede Karte ist hier als Paar dargestellt. Die erste Komponente bezeichnet die
Karte selbst, die zweite gibt den Wert der Karte an: links ohne und rechts
mit Wertevertauschung.

Jetzt bekommt der Alleinspieler nur 4 Punkte und die Gegner die restlichen
21 Punkte.

Diese Vorgehensweise kann aber auch unterschitzen, wie folgendes Beispiel
zeigt:

Spieler 0 || &.J | QA
Spieler 1 || ¢J | Q10
Spieler 2 || #8 | #9
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Im Vergleich zum oberen Spiel wurden hier ©10 und ©A vertauscht. Auch
hier spielt Spieler 0 &.J und Spieler 1 antwortet mit 10. Der zweite Stich
geht dann an die Gegner. Wenn jetzt noch die Werte von ©10 und <J ver-
tauscht werden, so erhélt der Alleinspieler 4 Punkte. Dieser Wert taucht aber
im Spielbaum (siehe 9.4) nie auf.

(25,0)  (12,13)(12,13) (25, 0)
Abbildung 9.4: Spielbaum 2

Satz 9.1 (sichere Stiche fiir den Alleinspieler) Sei p eine Position, in
der der Alleinspieler einen Stich erdffnet. Dann lifit sich die Anzahl Punk-
te r, die er im Restspiel, ausgehend von p, noch erzielen wird wie folgt
abschdtzen:

Spieler 0 spielt forcierend, die Werte der Trimpfe werden mit obiger Wert-
vertauschung vertauscht und die Gegner spielen wie oben beschrieben. Die
Punkte, die von Spieler 0 dadurch gemacht werden, sind eine untere Schran-
ke von r.

Beweis zu 9.1 Betrachte das Spiel, in dem der Alleinspieler, ausgehend von
p, so viele Stiche wie mdglich machen muss. Die Punktzahl der einzelnen
Karten spielt in diesem Spiel keine Rolle. Das Spiel ist vorbei, wenn er kei-
nen Stich mehr fiir sich entscheiden kann. Angenommen (t1, ... t,) sind die
Stiche, die der Alleinspieler gewinnt. Das Ziel des Alleinspielers ist es, n zu
maximieren, das der Gegner, n zu minimieren. Es ist offensichtlich, dass der
Alleinspieler jede Farbe von oben nach unten spielen muss. D.h. zuerst spielt
er solange Trumpf, wie er Stiche gewinnen kann, dann in beliebiger Rei-
henfolge die restlichen Farben. Die Gegner kinnen n minimieren, indem sie
immer die niedrigste Karte legen. Diese Strategie st fiir dieses Spiel optimal.

Nun betrachte man das gleiche Spiel aber mit Kartenwerten, die nach der
Wertevertauschung vertauscht wurden. Ziel von Spieler 0 ist es nun, die
Punktzahl zu mazimieren. Durch die Wertevertauschung gilt fir 2 Karten
c und c: wenn ¢ < ¢, dann auch val(c) < val(c'). Die Punkte des Allein-
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spielers werden genau dann minimiert, wenn er so wenig Stiche wie mdglich
gewinnt.

O

9.2 Die Gegenspieler

Fiir den Fall, dass einer der Gegner den Stich erdffnet, ergibt sich eine an-
dere Situation. Hier spielen die Gegenspieler forcierend. Anders als beim
Alleinspieler geniigt es hier aber, dass einer der beiden Gegner den Stich
gewinnt. Dadurch kann es vorkommen, dass nicht jeder Stich vom gleichen
Spieler eréffnet wird. In diesem Fall miissen die Rollen dann getauscht wer-
den. Spieler (0 spielt hier genau wie vorher die Gegner. Daraus ergibt sich der
Algorithmus aus Abbildung (9.5).

def two_vs_one():
repeat:
until play_trick() == False

Abbildung 9.5: Zwei gegen Einen

Die Vorgehensweise wird an einem Beispiel beschrieben. Sei durch folgende
Kartenverteilung ein #-Spiel gegeben.

Spieler 0 || G99 | CA | &9 | &10 | &A | O7 | &Q | OJ
Spieler 1 || OK | &7 | &Q | O8 | Q9 | &7 | &9 | &J
Spieler 2 || G100 | &8 | &K | VQ | V10 | QA | 4K | OJ

Spieler 1 fingt an und spielt mit Spieler 2 zusammen. Nach obigem Algo-
rithmus ergeben sich dann der Reihe nach folgende Stiche:

‘ Stiche ‘ count ‘ Regel
1.| &J OK &Q 0 (Regel 1)
2.1 &9 QJ OJ 0 (Regel 1)
3.104 07 Q©9 0 (Regel 2a)
419010 O8  « 1 (Regel 2a)
5100 x  OK 2 (Regel 2Db)
6. | 010 N7 x 3 (Regel 3)

Hierbei gibt “Regel” an, welche Regel zur Anwendung kam. Auch hier werden
die Werte der Karten gem#fl Definition (9.1) vertauscht, allerdings nur die
des Alleinspielers. Der Alleinspieler muss am Ende noch seine 3 niedrigsten
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Karten abgeben (&9, &10, {9). Die Wertevertauschung kommt in diesem
Beispiel nicht zum Tragen, da die Gegner alle Triimpfe des Alleinspielers
gewonnen haben. Dadurch erzielen die Gegner 51 4+ 10 = 61 Punkte.

9.3 Die dritte Regel

Interessant ist in diesem Beispiel der letzte Stich. Die Kartenverteilung vor
diesem Stich ist folgende:

Spieler 0 || 09 | GA | &9 | &10 | %A | count = 2
Spieler 1 || &7 | &Q | N7
Spieler 2 || 010 | &8 | &K

Spieler 2 spielt nun <10, Spieler 1 iibernimmt mit Trumpf-7. Uber die Hand-
karten von Spieler 0 ist nur bekannt, dass er von den fiinf angegebenen Karten
noch drei besitzt (count = 2 bedeutet, dass Spieler 0 von seinen Karten zwei
abgeworfen hat, aber nicht bekannt ist, welche dies sind). In jedem Fall kann
Spieler 0 den Stich nicht gewinnen, da er kein Trumpf besitzt. Der Algo-
rithmus erhoht in dieser Situation count, d.h. Spieler 0 spielt eine beliebige,
nicht bekannte Karte, was die tatséchlichen legalen Mo6glichkeiten fiir Spieler
0 hochstens iiberschétzt, also aus Sicht der Gegenpartei pessimistisch ist.

Satz 9.2 (sichere Stiche fiir die Gegner) Sei p eine beliebige Position
in einem Skatspiel. Auf dem Tisch liegen keine Karten und einer der Gegner
(Spieler 1 oder Spieler 2) erdffnet den Stich.

Die Anzahl der Punkte, die die Gegner im Restspiel ausgehend von p noch
erzielen, laft sich wie folgt abschditzen: Die drei Spieler spielen wie in Algo-
rithmus aus Abbildung (9.9) beschrieben, wobei die Werte der Trimpfe des
Alleinspielers mit der Wertevertauschung vertauscht werden.

Beweis zu 9.2 Der Beweis verliuft analog zum Beweis fiir den Satz tber
die sicheren Stiche des Alleinspielers.

O

9.4 Ergebnisse

Ein Test mit 1.000 zufélligen Farb- und Grandspielen hat ergeben, dass die
durchschnittliche Differenz von sicheren Punkten fiir eine Anfangsposition
und dem tatsdchlichen Wert 8,67 betrigt. Hierbei wurde die Vorhandpositi-
on zufillig an einen der drei Spieler vergeben. Dieser Test ist in Abbildung
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(9.6) dargestellt.
Die Rechenzeit fiir alle Beispiele zusammen lag bei 0,03 s.
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Abbildung 9.6: Sichere Stiche unterschétzen den spieltheoretischen Wert

Es ist offensichtlich, dass sich dieser Algorithmus in mws_equiv einbetten
1a8t. Der daraus entstandene Algorithmus wird mit mws_ss bezeichnet. Ein
Test aus 1.000 zufélligen Spielen zeigt die Performance-Steigerung im Ver-
gleich zu mws_equiv. Die Resultate sind in den Abbildungen (9.7) und (9.8)

zu sehen.
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Abbildung 9.7: Evaluierte Knoten von mws_equiv und mws_ss
(logarithmische Skala)
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Abbildung 9.8: mws_equiv und mws_ss im Vergleich (logarithmische Skala)
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def play_trick():
# 1. Regel
if Auspieler hat Trumpf and die Partner haben den héchsten Trumpf:
Der Spieler der gegenpartei mit dem hochsten Trumpf spielt
diesen aus.Der andere Spieler der Gegenparte spielt den Trumpf
mit dem hdchsten Wert aus, bzw. seine hdchstwertige Karte,
falls er keinen Trumpf besitzt

if Alleinspieler hat Trumpf:

Alleinspieler spielt niedrigsten Trumpf
else:

count++
return True

# 2. Regel

if es gibt Farbe s mit folgender Eigenschaft:
Ausspieler hat s and
(Die Partner haben die hdchste Karte von s or
der Mitspieler ist blank auf s, hat aber Trumpf)
and Alleinspieler kann nicht einstechen:

Spieler spielt hochste Karte dieser Farbe
if Alleinspieler hat Farbe:

Alleinspieler spielt niedrigste Karte
else:

count++

# 2a

if Partner hat Farbe:
Partner spielt hochste Karte dieser Farbe

# 2b

elif es ist nicht notwendig, dass Partner Trumpf spielt:
Partner spielt Karte mit maximalem Wert (Farbe egal)

# 2c

elif Partner muss Trumpf spielen:
Partner spielt Trumpf mit maximalem Wert

return True

# 3. Regel
if Ausspieler hat eine Farbe, die der Mitspieler nicht hat and
der Mitspieler hat den hdchsten Trumpf
Spieler spielt Farbe an, die der Partmner nicht hat.
Von dieser Farbe legt er die wertvollste Karte.
Partner spielt hochsten Trumpf
count++
return True

return False

Abbildung 9.9: Sichere Stiche fiir die Gegner
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Kapitel 10

Zuganordnung

Der af-Algorithmus schreibt nicht vor, in welcher Reihenfolge die Nachfol-
ger eines Knotens evaluiert werden miissen. Wenn jedoch immer der “beste”
Zug als erstes ausprobiert wird, dann beschneidet der Algorithmus die meis-
ten Knoten. Diese Tatsache macht sich die Zuganordnung zu Nutze. Es wird
dabei versucht, mit einer Heuristik denjenigen Zug vorherzusagen, welcher
der beste ist.

Durch diesen Mechanismus kénnen groflere Teile des Spielbaumes ausge-
schlossen werden, was wiederum eine Reduzierung der Suchzeit bewirkt.

10.1 Niedrigster Verzweigungsgrad

Beim Skat hat sich folgende Zuganordnung als geeignet erwiesen: Expandie-
re immer die Farbe zuerst, die den kleinsten Verzweigungsgrad verursacht.
Diese Idee 148t sich durch den in Abbildung (10.1) dargestellten Algorithmus
ausdriicken.

Aufwendige Zuganordnung verursacht u.U. mehr Beschneidungen, dafiir ist
sie berechnungsintensiver. Die hier vorgestellte Zuganordnung ist nur fiir je-
den dritten Knoten etwas rechenintensiver, ndmlich dann wenn ein Stich zu
Ende ist.

A. Plaat et. al. ordnen in [9] die Ziige in dhnlicher Weise. Zusammen mit
Schaeffers History-Heuristik [11] nennen sie diese Vorgehensweise Ezploiting
Irregular Branching Factor (EIB). Die History-Heuristik in a8-Algorithmen
bewertet Ziige nach ihrer Giite. Dazu wird fiir jeden Zug gezéihlt, wie oft er
ein sogenannter guter Zug war. Ein Zug ist ein guter Zug, wenn er entweder
das Abschneiden eines Teilbaums verursacht oder den besten Minimax-Wert
erzielt. In jeder Position werden die Ziige geméfl ihrer Bewertung aus der
History-Heuristik ausgefiihrt.
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Ziige, die einen kleineren Verzweigungsgrad als andere Ziige verursachen be-
kommen einen Bonus, der auf die Bewertung der History-Heuristik angerech-
net wird.

def next_ordered_move(cards):
if Stich nicht zu Ende:
return hochste Karte von cards
branch = +o0
c=1
for each suit s:
if Auspieler hat s:
for i in {0, 1, 2} \ {Ausspieler}:
if Spieler i hat s:
¢ *= #Karten von Spieler i mit Farbe s
else:
c *= #Karten von Spieler i
if branch > c:
branch = ¢
bestSuit = s
return hochste Karte von cards mit Farbe bestSuit

Abbildung 10.1: Zuganordnung fiir Farbspiele

10.2 Die beste Karte zuerst

Ahnlich wie bei EIB wird auch in der hier gewiihlten Anordnung der Ziige
die beste Karte gespeichert. Dazu wird fiir jede Position, in der eine Karte
das Abschneiden eines Teilbaums verursacht, diese Karte zusammen mit den
anderen Informationen iiber diese Position in die Transpositionstabelle ein-
gefiigt.

Wird ein Knoten ein zweites Mal besucht, wird diese Karte zuerst analysiert.
Die Idee dahinter ist einfach: Wenn eine Karte einmal gut ist, dann ist sie
auch in ein zweites Mal gut. Tatséchlich 148t sich durch dieser Erweiterung
der Suchbaum noch weiter verkleinern.

Die Abbildungen (10.2) und (10.3) zeigen das Ergebnis eines Tests mit 1.000
zufilligen Spielen. Trotz des hoheren Berechnungsaufwandes erzielt die Ver-
sion mit Zuganordnung wesentlich bessere Ergebnisse. mws_mo ist dabei der
Suchalgorithmus mws_ss zusammen mit der hier vorgestellten Zuganord-
nung.
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10.3 Interpretation

Die Performance des Algorithmus aus Abbildung (10.1) sinkt, wenn man statt
der hochsten Karte immer die niedrigste Karte zuriickliefert. Vermutlich ist
das ein Indiz dafiir, dass man beim Skat — soweit es geht — forcierend spielen
sollte. Das wére auch eine Erklirung dafiir, warum man mit den sicheren
Stichen (siehe Kapitel 9) passable Schranken erhilt.
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Abbildung 10.2: Knotenzahl mit und ohne Zuganordnung
(logarithmische Skala)
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Kapitel 11

Nullspiele

Ziel des Nullspiels ist es fiir den Alleinspieler, iiberhaupt keinen Stich zu
gewinnen. Die Punkte, die in einem Stich erzielt werden, sind also uninter-
essant. Der Alleinspieler muss versuchen jeden Stich zu verlieren. Da hier die
Punkte nicht wichtig sind, darf man ein Spiel im Gegensatz zu den anderen
Varianten auch dann nicht abbrechen, wenn eine Partei mehr als 60 Punkte
erreicht hat.

Doch auch bei Nullspielen kann die Suche vor dem Erreichen von Blattern
im Spielbaum abgebrochen werden. Die erste Situation, in der man ein Spiel
abbrechen kann, folgt direkt aus den Spielregeln, ndmlich dann, wenn der
Alleinspieler einen Stich gewonnen hat.

Die zweite Situation, in der das Spiel vorzeitig beendet ist, tritt ein, wenn
der Alleinspieler ein sicheres Blatt auf der Hand hat. Ein sicheres Blatt ist
ein Blatt, mit dem man bei optimalem Spiel und beliebiger Kartenverteilung
bei der Gegnern immer gewinnt. Mit dieser kleinen Modifikation 148t sich der
mws,t-Algorithmus aus Kapitel 6 auch fiir Nullspiele verwenden.

Im Folgenden wird nun genau definiert, unter welchen Voraussetzungen der
Alleinspieler das Spiel gewinnt und gezeigt, wie in diesem Fall die optimale
Spielweise des Alleinspielers aussieht.

11.1 Sicheres Blatt

Von bestimmten Karten einer Farbe kann man a priori sagen, dafl ein Null-
spiel damit nicht verloren wird. Hat der Alleinspieler z.B. nur &7, #9 und
& J auf der Hand, dann ist & sicher, auler er muss damit anspielen. Sicher
heifit in diesem Zusammenhang, dass der Alleinspieler keinen Stich mit dieser
Farbe gewinnt, falls er optimal spielt — egal welche Karten die Gegenspieler
auf der Hand haben.
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Im Folgenden wird nun ein Test entwickelt, mit dem man feststellen kann,
ob die Karten des Alleinspielers sicher sind.

Um diesen Test zu entwickeln und die Korrektheit davon zu beweisen, bedarf
es folgender Definitionen:

Definition 11.1 (Sichere Karten) Eine Menge C von Karten derselben
Farbe ist sicher, wenn fir alle k € {1, ..., |C|} die Karten {cy, ..., ¢}
unter den 2k — 1 kleinsten Karten der Farbe sind.

Wenn C # (), dann muss C somit die niedrigste Karte beinhalten (betrachte
k = 1). Aus der Definition fiir sicher Karten, ergibt sich unmittelbar ein Test,
mit dem die sicheren Karten des Alleinspielers bestimmt werden koénnen.
Dieser Test wird in Abbildung (11.1) gezeigt. Im abgebildeten Algorithmus
wird mit cards eine Menge von Karten bezeichnet, fiir die die Teilmenge
der sicheren Karten (result) bestimmt werden soll. played_cards bezeichnet
dabei die Karten, die in friiheren Stichen ausgespielt wurden und deshalb
nicht mehr beriicksichtigt werden miissen.

def sichere_karten(cards, played_cards):
result = (
counter = 0
for s in ($, O, N, &):
for ¢ in (s7, s8, s9, s10, sJ, sQ, sK, sA) \ played_cards:
if ¢ in cards:
counter += 1
result U= {c}
else:
if counter ==
break
counter —-= 1

return result

Abbildung 11.1: Algorithmus Sichere-Karten

Satz 11.1 Wenn der Alleinspieler nicht die erste Karte eines Stichs legen
muss, dann verliert er jeden Stich (d.h. er gewinnt das Nullspiel), wenn er
nur sichere Karten auf der Hand hat.

Beweis zu 11.1 Der Alleinspieler habe nur sichere Karten und sei nicht am
Anspiel. Er spielt dann nach folgender Strategie:

a) Wenn er die angespielte Farbe nicht bedienen kann, spielt er eine Karte
maximalen Rangs.
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b) Wenn er die angespielte Farbe bedienen kann, legt er eine Karte mazi-

malen Rangs von den Karten, die unter der bzw. den bereits gespielten
Karten liegen.

Zu zeigen 1iSt:

1.

2.

Es ist moglich dieser Strategie zu folgen, wenn der Alleinspieler nur
sichere Karten hat.

Der Alleinspieler hat nach dem Ende des Stichs wieder nur sichere
Karten auf der Hand.

Damit ist diese Strategie erfolgreich. 1. und 2. werden mit vollstindiger In-
duktion tber die Anzahl der Stiche gezeigt.

2u 1.

2u 2.

Regel a) kann immer befolgt werden, wenn die angespielte Farbe nicht
bedient werden kann. Andernfalls kann immer Regel b) befolgt werden,
da der Alleinspieler nach der Definition von sicheren Karten die Karte
niedrigsten Ranges in der angespielten Farbe halten muss.

Zundchst ist klar, dass nur die angespielte Farbe kritisch ist. Wirft der
Alleinspieler ab, bleiben seine Karten in der abgeworfenen Farbe sicher.
Wirft ein Gegenspieler ab, kann das nicht zum Nachteil des Alleinspie-
lers sein. FEs gentigt also nur die angespielte Farbe zu betrachten.

Sei ¢ diejenige von den Gegnern gespielte Karte, die der Alleinspieler
mit seiner Karte ¢ nach Regel b) unterbietet. Die dritte Karte im Stich
spielt keine Rolle. Nach Regel b) gilt ¢ < ¢ und der Alleinspieler hilt
keine Karte " mit ¢ < " < . Seien ¢; < c3 < -+ < ¢, die Karten
des Alleinspielers in dieser Farbe und sei ¢ = ¢; firi € {1, ..., k}.
Zu dberprifen ist, dass nach dem Stich die Menge {ci, ..., ¢t} \ {c}
sicher ist. E's muss also gelten:

(a) Firallel <j<i:{c,...,cj} sind unter den niedrigsten 2j —1
Karten der Farbe

(b) Fir allet < j < k—1: {c1...,¢jm} \ {ci} sind unter den
niedrigsten 25 — 1 Karten der Farbe.

Ersteres gilt auf jeden Fall, da {ci, ..., ¢;} diese Eigenschaft bereits
vor dem Stich hatte und durch die von den Gegnern gespielten Karten
die Rangposition héchstens sinken kann.

Fir{ci, ..., ¢jt1} \ {e;} mit j > i gilt nach Voraussetzung, dass diese
Karte vor dem Stich unter den 2(j+1) —1 = 25+ 1 niedrigsten Karten
waren. Da ¢ und ¢ gespielt wurden und ¢ < cji1, ¢ < ¢jy1, sind diese
Karten also nach dem Stich unter den 25 — 1 niedrigsten Karten.

d
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11.2 Zuganordnung beim Nullspiel

Um die Performance zu steigern, wird die Zuganordnung aus Abbildung
(11.2) verwendet. Diese wird nur fiir den Alleinspieler angewendet.

def next_null_move(p, cards):
¢ = hochste Karte der aktuellen Spielfarbe auf dem Tisch
if Alleinspieler ist Mittelhand:

H = Karten mit aktueller Spiefarbe von Hinterhand
d = niedrigste Karte aus H
¢ = max(c, d)

# Alleinspieler muss unter ¢ bleiben

A = Karten mit aktueller Spiefarbe des Alleinspielers
if A == (J: # Alleinspieler hat Farbe nicht

f = sichere Karten des Alleinspielers
A=A\f
if A == ():

A = cards

return hochste Karte von A

else: # Alleinspieler hat die Farbe
if es gibt Karte d € A mit d < c:
return héchste Karte mit dieser Eigenschaft
else: # das Spiel ist verloren
return irgendeine Karte aus A

Abbildung 11.2: Zuganordnung fiir Nullspiele

Man konnte natiirlich auch eine Zuganordnung fiir die Gegenspieler entwer-
fen, doch Tests haben gezeigt, dass dadurch zwar die Zahl der Knoten gesenkt
werden kann, aber die Ausfiihrungszeit deutlich hoher liegt.

Die Abbildungen (11.3) und (11.4) zeigt einen Test mit 1.000 zufélligen Null-
spielen, die durchschnittliche Kontenzahl pro Spiel liegt bei dabei bei 20.993.
Die durchschnittliche Laufzeit bei 0,019 s. Weitere Verbesserungen des Al-
gorithmus sind moglich. So gibt es z.B. viele Situationen, in denen nicht alle
Ziige des Alleinspielers betrachtet werden miissen — so sollte der Alleinspieler
z.B. nie {9 abwerfen, wenn er auch { K auf der Hand hélt. Aufgrund der oh-
nehin sehr guten Laufzeitergebnisse wurde jedoch auf solche Verbesserungen
verzichtet.
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Kapitel 12

Verdeckte Skatspiele

Bis jetzt wurde immer von vollstdndigem Weltwissen ausgegangen, bei einem
Skatspiel hat man das aber i.A. nicht. In diesem Kapitel wird eine Moglich-
keit beschrieben, wie man den in dieser Arbeit entwickelten Double Dummy
Solver in verdeckten Skatspielen verwenden kann. Reizen und Driicken wird
in diesem Zusammenhang noch nicht beriicksichtigt. Diesem Thema ist das
néchste Kapitel gewidmet.

12.1 Gewinnen von Informationen

Am Anfang eines Spiels kennt jeder Spieler nur seine eigenen Karten. Der
Alleinspieler kennt — durch die Aufnahme des Skats — 12 von 32 Karten. Es
bleiben dann noch (3)) = 184.756 mégliche Kartenverteilungen fiir die Geg-
ner iibrig.

Im weiteren Spielverlauf erhélt man durch das Ausspielen von Karten immer
mehr Informationen dariiber, welcher Spieler welche Karten zu Beginn des
Spiels hatte.

Aus dem Ausspielen einer Karte ¢ eines Spielers ¢ € {0, 1, 2}, kénnen folgen-
de Informationen gezogen werden:

e Spieler ¢ hatte die Karte ¢ zu Beginn des Spiels

e Wenn Spieler ¢ nicht Farbe bekannt hat, dann hat ¢ diese Farbe nicht
(mehr)

Diese Informationen sind auf jeden Fall richtig. Man kénnte auch noch aus
anderen Situationen Informationen gewinnen. Sei z.B. & Trumpf und der
Alleinspieler muss die letzte Karte des Stichs spielen. Auf dem Tisch liegen
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QAs, ©10. Wenn der Alleinspieler nicht Farbe bekennt bzw. Trumpf spielt,
dann kann mit grofler Wahrscheinlichkeit davon ausgegangen werden, daf
er keinen Trumpf (mehr) hat. Allerdings mufi das nicht notwendigerweise so
sein.

In dieser Arbeit werden nur sichere Informationen verwendet. Fiir den Fall,
dass auch unsichere Informationen gesammelt werden wiirden, wiirde man ein
MaB benétigen, das den Grad der Sicherheit dieser Informationen bewerten.
Aus Griinden der Einfachheit habe ich mich fiir den Ansatz, nur sichere
Informationen zu verwenden, entschieden.

12.2 Mogliche Kartenverteilungen

Jeder Spieler sammelt die im letzte Abschnitt benannten sicheren Informatio-
nen. Durch folgende Vorgehensweise kann fiir den Alleinspieler ausgerechnet
werden, welche verschiedenen Kartenbelegungen es mit seinen gesammelten
Informationen gibt und wie viele es sind:

rest; bezeichne die Anzahl der Karten, die Gegner i auf der Hand hat. Die
unbekannten Karten fiir den Alleinspieler sind alle Karten, die er noch nicht
gesehen hat.

Wenn z.B. Gegner 1 auf einer Farbe blank ist, dann mufl Gegner 2 die unbe-
kannten Karten dieser Farbe auf der Hand haben. In diesem Fall kann rest,
um die Anzahl dieser Karten herabgesetzt werden. Das gleiche gilt auch,
wenn Spieler 2 auf einer Farbe blank ist.

Nachdem alle diese Informationen ausgenutzt worden sind, ergibt sich die
Anzahl der mdglichen Kartenbelegungen zu (" *7¢*"). Diese Belegungen
erhilt man, indem alle Permutationen der noch unbekannten Karten kon-
struiert werden. Die ersten rest; Karten bekommt Gegner 1, den Rest Geg-
ner 2.

Fiir die Gegner wird ein anderer Algorithmus benétigt, um alle mit den bis-
her erhaltenen Informationen konsistente Kartenbelegungen zu konstruieren.
Das liegt daran, dass fiir die Gegner der Skat unbekannt ist. Allerdings 1483t
sich dieses Problem auf das obige zuriickfiihren.

Wihlt man eine noch mogliche Belegung fiir den Skat, dann ergibt sich fiir
einen Gegner eine dhnliche Situation wie fiir den Alleinspieler. Allerdings
muss darauf geachtet werden, dass eine so konstruierte Kartenbelegung iiber-
haupt moglich ist. Folgende zwei Fille konnen z.B. fiir Spieler 1 auftreten.
Wenn Spieler 0 blank auf einer Farbe ist, dann muss Spieler 2 die unbekann-
ten Karten dieser Farbe haben.

1. Spieler 2 ist auch blank auf dieser Farbe. Das kann aber nur sein, wenn
die restlichen Karten dieser Farbe im Skat liegen. D.h. mit dem gewihl-

65



ten Skat gibt es keine Kartenbelegung, die konsistent mit den bisher
gesammelten Informationen ist.

2. Spieler 2 ist nicht blank, aber dadurch dass er die restlichen Karten
dieser Farbe bekommen hat, ist rests < 0 was nicht sein kann. Auch
in diesem Fall gibt es keine konsistente Belegung mit dem gewé&hlten
Skat.

Zu den Skatbelegungen, bei denen keiner dieser beiden Fille eintritt, konnen
wie beim Alleinspieler alle moglichen Kartenverteilungen konstruiert werden.
Die Anzahl der méglichen Kartenverteilungen ist die Summe der einzelnen
Kartenverteilungen, die sich fiir jeden moglichen Skat ergeben.

12.3 Konstruktion der Kartenverteilungen

Mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators soll uniform eine mogliche Kartenbe-
legung gezogen werden. Die Idee hierbei ist, eine Zahl ¢ zwischen 0 und der
Anzahl der moglichen Kartenbelegungen P zu wéhlen. Dieser Zahl wird dann
die i-te rest;-elementige Teilmenge der noch unbekannten Karten zugeord-
net. Diese Karten bekommt der erste Spieler, den Rest bekommt Spieler 2.
Das Problem, das sich hierbei ergibt ist folgendes: Konstruiere zu einer n-
elementigen Menge M unterscheidbarer Objekte die i-te k-elementige Teil-
menge, mit k € {0, ..., n}, i € {0, ..., (}) — 1} Ein Algorithmus, der das
leistet ist in Abbildung (12.1) zu sehen.

def choose_sample(M, k, i):
n = len(M)
result = []
while k > O:
if i < bin(n-1, k-1):
result.append (M[n-1])
k=1
else:
i -= bin(n-1, k-1)
n-=1
return result

Abbildung 12.1: i-te k-elementige Teilmenge von M

Hierbei bezeichnet bin(n, k) den Binomialkoeffizienten (Z) Die Idee hinter
diesem Algorithmus ist folgende: Die Menge der Teilmengen, die das Element
cn, nicht beinhalten, werde mit 7% bezeichnet, die iibrigen Teilmengen mit
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T,,. Die Teilmengen werden dann rekursiv nach dem Schema aus Abbildung
(12.2) numeriert:

0 G -1 G (k) -1
1c

1)

T/\ Tcnflaa TCA

Cn—1,Cn Cn—1,Cn

Abbildung 12.2: Numerierung von Teilmengen

Bei der Konstruktion der i-ten k-elementigen Teilmenge T vom M muss fiir
jedes Element ¢ € M entschieden werden, ob es zu T gehért oder nicht.
Zuerst wird das fiir das Element ¢, entschieden. Ist ¢ < (}_}) — 1, dann ist
cn € TF. Eine Zahl i < (Zj) — 1 bezeichnet némlich eine Teilmenge, die c,
enthilt (vgl. Abbildung (12.2)). Analog wird fiir 7 > (Zj) eine Teilmenge
gewihlt, die ¢, nicht enthélt.

Gilt ¢, ¢ TF muss der Index von i angepafit werden, damit er wieder im
Bereich 0 < 7 < (";1) liegt. Ansonsten liegt er bereits wie gewiinscht im

Bereich 0 <17 < (";1) und es kann rekursiv fortgefahren werden.

12.4 Monte Carlo

Mit Hilfe des DDS sollen nun die Teile des Skatspiels gelost werden, in de-
nen man keine vollstdndige Information besitzt. Dies geschieht mit dem im
Folgenden beschriebenen Monte-Carlo-Ansatz.

1. Konstruiere eine Menge D von Kartenbelegungen, die konsistent mit
den bereits gesammelten Informationen ist.

2. Rechne fiir jede Kartenbelegung d € D und jede spielbare Karte ¢, den
Wert des Spiels aus, wenn diese Karte gespielt wird.

3. Spiele die Karte, die die meisten Spiele gewonnen hat.

4. Haben mehrere Karten die selbe Anzahl an Spielen gewonnen, dann
wird diejenige Karte davon gespielt, die die hochste kumulative Punkt-
zahl in diesen Spielen erreicht hat.

Ohne den letzten Punkte kann sich folgende pathologische Situation ergeben:
alle Karten haben die selbe Anzahl an Spielen gewonnen. Jetzt ist unklar,
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welche Karte gespielt werden soll. Unter Umstédnden wird dann eine wertvolle
Karte ausgespielt, die aber von der anderen Partei gestochen wird. Mit dieser
Spielweise kann zwar das Spiel gewonnen werden, aber nur mit knappem
Ergebnis.

Rationales Vorgehen wiirde in so einer Situation versuchen, die erreichbare
Punktzahl zu maximieren und deshalb eine niedrigere Karte ausspielen.

12.5 Probleme mit Monte Carlo

Dieser Ansatz bietet die Moglichkeit, Algorithmen, wie z.B. a8 in Doménen
anzuwenden, in denen nur unvollsténdige Informationen vorliegen. Allerdings
produziert diese Herangehensweise auch Probleme.

Der offensichtlichste Nachteil ist, dass auf diese Weise nie ein Zug gemacht
wird, durch den nur Informationen gesammelt werden sollen. In gewissen
Situationen wiirde z.B. ein Skatspieler eine Karte ausspielen — und mogli-
cherweise verlieren — um Informationen zu bekommen. Solche Ziige wiirde
der DDS vermeiden. Das liegt daran, dass das reale Spiel mit unvollstdndi-
ger Information auf den Fall mit vollstindigem Weltwissen reduziert wird.
Sind alle Informationen bekannt, dann muss so ein Zug ndmlich nie gemacht
werden.

Ein weiterer Nachteil, den diese Herangehensweise mit sich bringt, betrifft
die Optimalitét der Ziige. Selbst wenn erschépfende Suche angewendet wird,
kann diese zu inkorrekten Ergebnissen fithren, wie D. Basin und I. Frank in
[2] gezeigt haben.

Allerdings spielt Ginsbergs GIB [4] mit einem Monte-Carlo-Ansatz auf hohem
Niveau Bridge. GIB konstruiert zu diesem Zweck in jedem Schritt 100 kon-
sistente Kartenbelegungen. Reduziert man diese Anzahl auf 50, dann spielt
GIB signifikant schlechter. Aus diesem Grund werden auch in dieser Arbeit
100 Belegungen gewéhlt.
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Kapitel 13

Reizen und Driicken

Ein Skatspiel beginnt mit dem Reizen. Hierbei muss ein Spieler entscheiden,
ob er mit seinen 10 Karten und den 2 unbekannten Karten, die im Skat
liegen, gegen die beiden anderen Spieler gewinnen kann. Ein Ansatz, um
dieses Problem mit dem DDS zu l6sen wire folgender:

e Konstruiere eine Menge D von moglichen Kartenbelegungen fiir die
anderen Spieler und den Skat.

e Berechne fiir jede dieser Kartenbelegungen und fiir jedes Spiel, ob mit
diesen Karten gewonnen werden kann.

e Reize auf das Spiel, das die meisten dieser Spiele gewinnt.

Leider miissen fiir diesen Ansatz sehr viele Spiele berechnet werden. An-
genommen D habe nur fiinf Elemente. Fiir jede dieser Kartenverteilungen
miissen alle sechs mdéglichen Spiele berechnet werden. In einem Spiel hat der
Alleinspieler (}(2)) = 66 Moglichkeiten zwei Karten zu driicken. Insgesamt
miiiten demnach 1.980 Spiele berechnet werden.

Aus diesem Grund wurde in dieser Arbeit fiir das Reizen und Driicken ein

anderer Ansatz gewéhlt.

13.1 Kleinste Fehlerquadrate

Mit einem Mechanismus, der ungefihr vorhersagen kann, ob ein Spiel gewon-
nen oder verloren wird, kann man obigen Ansatz beibehalten, vorausgesetzt,
dieser Mechanismus ist sehr schnell. Mit einem Least Mean Square Algorith-
mus (LMS) (siehe Abbildung (13.1)) wurden Regeln erstellt, mit denen man,
gegeben 10 Karten, vorhersagen kann, ob mit diesen ein bestimmtes Spiel
gewonnen werden kann. Der daraus resultierende Klassifikator kann in etwa
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5 s fiir 10.000 mal 10 Karten vorhersagen, welches Spiel man damit gewinnen
konnte.

Im Folgenden wird kurz beschrieben, wie LMS fiir dieses Problem eingesetzt
werden kann. Eine genaue Beschreibung dieses Algorithmus findet man in
[6]. Dieser Algorithmus minimiert die Summe der Fehlerquadrate E* mit

s€ {0, 0, M, &, grand, null}.
E= ) (Vian®) = V()

b, Ve . (b))ET

train
Hierbei bezeichnet 7" die Trainingsmenge. Ein Trainingsbeispiel ¢ € T ist ein
Paar (b, V;5,;,(0)), in dem b die zehn Karten des Alleinspielers bezeichnet
und

VS

train

(b) = {1 falls der Alleinspieler das Spiel s gewinnt

0 sonst

Die Bewertungsfunktion V* ist wie folgt definiert:
6
VE(b) = Zfi(p) “w; .
i=0

w® € RY ist ein sogenannte Gewichtsvektor. Diese wurden anfangs mit zuflli-
gen Werten aus [0, 1] initialisiert und danach gemifl der Update-Regel in
Abbildung (13.1) angepafit. Hierbei ist ¢ die sogenannte Learning Rate. Fiir
diese erwies sich die Zahl 0,0001 als geeignet. Mit diesem Vektor werden die
Merkmale f;(b) gewichtet. Die Bedeutung dieser Merkmale ist in der folgende
Tabelle beschrieben.
Grand- und Farbspiele | Nullspiele

(b) | Anzahl der Buben in b Anzahl 7er und 8er in b

(b) | Anzahl der Triimpfe in b Anzahl der unsicheren Farben in b
f2(b) | Anzahl 10er und Asse in b | Anzahl Konige und Asse in b

(b) | Punktzahl aller Karten in b | Summe iiber die “Réinge” aller Kar-
ten in b, d.h. nach der Abbildung
{7—0,8—1,..., As+— T}
fa(b) | Anzahl verschiedener Far- | Anzahl verschiedener Farben in b
ben in b
f5(b) | Anzahl blanker 10er in b Anzahl der Farben aus b, zu denen
keine 7 in b ist
fe(b) | durchschnittliche  Punkt- | Anzahl “sicherer Karten” in b
zahl der “sicheren Stiche”
aus 30 zufilligen Spielen

Insgesamt standen 180.000 Testbeispiele zur Verfiigung. Auf 126.000 davon
wurde trainiert, der Rest diente der Validation.
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def 1ms():
for each example <b, Virain(b)>:
error = Vtrain (b) - V(b)
for each weight w;:
wi =w; +c * f; * error

Abbildung 13.1: LMS Algorithmus

13.2 Resultate

Fiir jedes Spiel (¢, O, #, &, Grand (G) und Null (N)) lassen sich drei Grup-
pen von Klassifikatoren unterscheiden, je nachdem, welcher Spieler Vorhand
ist. Fiir jede dieser Gruppen wurden 100 Klassifikatoren gelernt. Von diesen
wurden diejenigen Klassifikatoren gewéhlt, die die wenigsten Beispiele der
Validationsmenge falsch positiv und falsch negativ klassifiziert haben. Die
Ergebnisse sind in folgenden Tabellen zu sehen. Der Index eines Klassifika-
tors gibt dabei an, welcher Spieler Vorhand ist. In den Zeilen der Tabellen
stehen die Ergebnisse der Klassifikatoren, die Spalten geben die korrekten
Werte an.

Spieler 0 ist Vorhand

Qo |+ |- Q||+ |- O |+ |-
+ 89 158 + 96 158 + 68 187
- 139 | 2614 - 57 | 2689 - 141 | 2604
*OH-F ‘— GoH-l— ‘— NoH-l— ‘—
+ 76 165 + 88 201 + 10 110
- 183 | 2576 - 128 | 2583 - 240 | 2640
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Spieler 1 ist Vorhand

<>1H+ ‘- ®1H+ ‘- 61H+ ‘—
+ 13 169 + 33 157 + 8 183
- 39| 2779 - 217 | 2593 - 49 | 2760
*1H+ ‘— G1H+ ‘— N1H+ ‘-
+ 29 164 + 10 169 + 31 89
- 208 | 2599 - 44 | 2777 - 461 | 2419

Spieler 2 ist Vorhand

S|+ |- O |+ |- o+ |-
+ 41 137 + 20 169 + 36 150
5 388 | 2434 - 159 | 2652 - 212 | 2602
*2H+ ‘— GQH+ ‘— N2H+ ‘-
+ 9 177 + 11 165 + 12 108
- 152 | 2662 - 179 | 2645 - 191 | 2689

Um nun zu erfahren, welches Spiel man mit gegebenen 10 Karten und gege-
bener Spielposition gewinnen kann, werden die entsprechenden 6 Klassifika-
toren auf diese Karten angewendet. Es wird dann das Spiel zuriickgeliefert,
dessen Klassifikator die hochste positive Bewertung abgegeben hat. Rdumt
kein Klassifikator diesen Karten eine Gewinnchance ein, dann wird kein Spiel
zuriickgeliefert.

An den Ergebnissen der Klassifikatoren fillt auf, dass sehr viele Spiele verlo-
ren werden. Das liegt daran, dass bei zufilliger Kartenverteilung und zufalli-
gem Spiel mit offenen Karten die meisten Spiele verloren werden. Das hat
zur Folge, dass i.A. die Spielweise mit diesem Ansatz sehr vorsichtig ist.

13.3 Driicken

Mit den gelernten Klassifikatoren kann auch das Driicken realisiert werden.

e Konstruiere aus den 12 Karten des Alleinspielers alle 66 mégliche Kom-
binationen fiir den Skat.
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e Wende jeweils auf die restlichen 10 Karten die Klassifikatoren an. Driicke
die Karten, fiir die ein Klassifikator das hochste positive Ergebnis zuriick-
geliefert hat und spiele das entsprechende Spiel.

e Wenn kein Klassifikator ein positives Ergebnis geliefert hat, dann driicke
die beiden Karten aus dem Skat und spiele das Spiel, auf das gereizt
wurde.

Das ist ein sehr einfacher Algorithmus, der auf das Problem der Uberreizung
nicht eingeht. Betrachtet man die gedriickten Karten, dann fallt auf, das
zum Teil offensichtliche Fehler gemacht werden. Es kann vorkommen, dass
eine blanke 10 nicht gedriickt wird und stattdessen die 7 der gleichen Farbe.
In manchen Fillen wurde sogar Trumpf gedriickt.

In den neun im Anhang aufgelisteten Skatspielen hat das Driicken zufillig
funktioniert.

Die Entwicklung einer guten Losung fiir diese Problem hétte den Rahmen
dieser Arbeit gesprengt.

In den folgenden Tabellen ist zu sehen, welche Karten durch diesen Ansatz
gedriickt werden und welches Spiel vorgeschlagen wird.

12 Karten Skat | Spiel
$9 [OJ [T 07 08 09 PK[VA N7 48 7 W8 [[09 VK|

12 Karten Skat | Spiel
QT 09 [O7 08 RQ VA M9 [#Q %9 MK W10[0J |07 [©Q || Grand

12 Karten Skat | Spiel
QT 08 OKO7 0Q W7 (49 [#10[0T [0 (M T |07 |8 | &

12 Karten Skat | Spiel
OT |08 [O10[0A [0T [0 [T A7 |48 (MK &7 &K [10[%7 | Grand

12 Karten Skat | Spiel
Q7 108 07 [09 A7 (49 MI0AA A DT (AT [&J [[O7 [08 | &

12 Karten Skat | Spiel
QT [T ] 08 RI0QA (A8 &7 (%8 %K [#10[0Q V8 | ¢

73




Zusammenfassung und Ausblick

Durch die in dieser Arbeit verwendeten und entwickelten Mechanismen ist
der Double Dummy Solver in der Lage, in durchschnittlich 0,06 Sekunden zu
entscheiden, ob bei einem offenes Spiel ein Sieg erzwungen werden kann oder
nicht. Pro Spielbaum werden durchschnittlich nur noch 150.000 Knoten ana-
lysiert. Im Vergleich zu einem der ersten Ergebnisse mit dem a3-Algorithmus
mit Transpositionstabelle, der fiir die Berechnung eines Spiels durchschnitt-
lich 25 Sekunden benétigt und dabei 85.000.000 Knoten evaluiert, ist das
eine sehr hohe Leistungssteigerung.

Algorithmus | Durchschnittswerte
Knoten | Laufzeiten
af_tt 85.000.000 25's
mws_tt 2.500.000 2,4 s
mws_equiv 1.100.000 14s
mMws_ss 500.000 0,14 s
mws_mo 150.000 0,06 s

Die Zahl der analysierten Knoten pro Spiel ist vergleichbar mit der von Gins-
bergs GIB [4] nach einem Jahr Entwicklungszeit. Dieses Programm benétigte
damals im Schnitt 200.000 Knoten pro Spiel. Allerdings wird Bridge auch mit
52 Karten gespielt.

Sicher kann die durchschnittliche Berechnungszeit fiir ein Spiel noch weiter
reduziert werden. Dazu kénnte man den af-Algorithmus durch Proof Num-
ber Search ersetzen. Wie die in dieser Arbeit vorgestellten Erweiterungen in
diesem Algorithmus einsetzbar sind, miifite untersucht werden.

Der Satz iiber Aquivalenzklassen wird nur auf Karten angewendet, die den
gleichen Wert haben. Allerdings liefert dieser Satz auch Informationen iiber
Karten, bei denen dies nicht gegeben ist. Es miifite untersucht werden, wie
diese Informationen effizient ausgenutzt werden kénnen. Dadurch liefle sich
die Zahl der analysierten Knoten sicher noch weiter reduzieren.

Die Spielweise in verdeckten Skatspielen, also solchen mit unvollsténdiger In-
formation, ist recht gut. Die Spiele, die dieses Programm als Alleinspieler ge-
gen das Programm XSkat gespielt hat, wurden alle gewonnen (siehe Anhang).
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Leider funktioniert das Reizen und Driicken nicht genauso gut. Hier werden
oft Spiele vorgeschlagen, die nicht gewonnen werden kénnen und zum Teil
wird sogar Trumpf gedriickt. Vielleicht kann man die Vorschlige der Klassi-
fikatoren durch einige zusétzliche Regeln wie z.B. ” Driicke nie Trumpf” oder
“Driicke blanke 10er” verbessern.

Ein weiteren Nachteil, der das Reizen und Driicken betrifft, ist die Tatsache,
dass die Trainingsbeispiele offene Spiele sind, wihrend im normalen Spiel
nie offen gespielt wird. Ein Ausweg wire vielleicht, dass Testbeispiele erstellt
werden, bei denen das Ergebnis aus verdeckten Skatspielen besteht.
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Anhang

3 Runden Skat

Die folgenden Tabellen zeigen 3 Runden Skat, die der Double Dummy Solver
mit dem Monte Carlo Ansatz und den Klassifikatoren gegen das freie XSkat-
3.4 von Gunter Gerhardt gespielt hat. Unter http://www.gulu.net/xskat/

steht dieses Programm zum Download bereit.

Die Tabellen zeigen die gespielten Stiche. Die unterstrichene Karte in jedem
Stich gibt an, dass mit ihr dieser Stich gewonnen wurde. Spieler 0 ist immer

der entwickelte Double Dummy Solver.

Spieler

0 1 2
L| O 08 &J
2.| 09 0Q 04
3.1 07T OK 10
4| 6Q &7 a4
5.1 910 QK Q9
6. | &J &10 QOJ
7.1904 08 Q7
8. | 4K &10 &8
9. &7 A &9
10. | #Q &9 OQ

Gereizt wurde bis 18, ,

im Skat sind &8, &K,

im Skat waren A, #8

Spieler 2 spielte Grand,

Spieler 2 kam heraus,

der Alleinspieler erzielte 50 Punkte.
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Spieler
0 1 2

—_

S B e

& OJ K
A0 VA U8
SA &8 &9
QA 09 OT
S10 A8 OK
&7 V7T QK
0 OJ 08
o) & A7
a4 0Q 09
20 &K #Q

Spieler
0 1 2

—_

© LN O WD

A AT M8
VA 0Q OK
Q7T N0 MA

V9 VK 0Q
09 A9 MK

& S0 HA
OJ N &
K Q10 &7

QJ Q10 8

$Q OA &8

Spieler
0 1 2

—_

© O XN O W=

A Q7 08

a8 OJ MK
08 04 0Q
& OT 0Q
A0 09 UK
Y YRS
YR YA X

&S Q9 OJ

aQ &K Q10

a1 &Q 10

Gereizt wurde bis 18,

im Skat sind $Q, V10,

im Skat waren @, {10,

Spieler 0 spielte #,

Spieler 0 kam heraus,

der Alleinspieler erzielte 87 Punkte.

Gereizt wurde bis 18,

im Skat sind ©7, O8,

im Skat waren @K, &7,

Spieler 2 spielte <,

Spieler 1 kam heraus,

der Alleinspieler erzielte 52 Punkte.

Gereizt wurde bis 18,

im Skat sind $K, $10,

im Skat waren &7, &Q),

Spieler 0 spielte @,

Spieler 2 kam heraus,

der Alleinspieler erzielte 95 Punkte.
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Spieler
0 1 2

—_

LR O W

VA #A Q7
NV
VP STVE
&7 &4 &8
&Q 10 &9
09 08 010
OA 0Q 0T
&5 A AQ
&) MK 48
0Q OK OJ

Spieler
0 1 2

—_

C LN oUW

OT OA 8
& HA &7
A0 H10 &3
VA QK 9Q
V9 910 OK
AQ #Q MK
V8 MK &A
A A &
a7 OJ 09
V7 & QJ

Spieler
0 1 2

—_

© Lo O W=

A0 A7 A4
VA 8 Q7
&4 OK &7
0Q & &J
&8 09 #Q
Q10 OL0 MK
08 WK 48
VJ o7 oA
Q10 9 OJ

OK 410 #Q

Gereizt wurde bis 18,

im Skat sind QK , ©10,

im Skat waren {Q), MA,

Spieler 1 spielte &,

Spieler 0 kam heraus,

der Alleinspieler erzielte 70 Punkte.

Gereizt wurde bis 27,

im Skat sind $Q, <10,

im Skat waren 7, ©9,

Spieler 0 spielte @,

Spieler 1 kam heraus,

der Alleinspieler erzielte 61 Punkte.

Gereizt wurde bis 18,

im Skat sind QQ), &9,

im Skat waren &K, &9,

Spieler 1 spielte <,

Spieler 2 kam heraus,

der Alleinspieler erzielte 59 Punkte.
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Spieler
0 1 2

—_

LN O W=

OA 09 08
ST VJ  &J
VA & 0T
AL AT A9
Q10 0Q OK
0T &7 8

VQ 48 9
OK &9 &Q
V0 AQ #10

SA K &l0

Spieler
0 1 2

—_

C LN oA WN =

09 QA 071
a0 010 K
A] 40 A
& QJ 08
&7 &K &9
&0 U8 9
& OK OK
a5 &3 010
AT 0Q 04
ST &Q A

Gereizt wurde bis 18,

im Skat sind @K, &8,

im Skat waren @K, &8,

Spieler 0 spielte Grand,

Spieler 0 kam heraus,

der Alleinspieler erzielte 101 Punkte.

Gereizt wurde bis 18,

im Skat sind {7, QQ,

im Skat waren {7, QQ,

Spieler 0 spielte #,

Spieler 1 kam heraus,

der Alleinspieler erzielte 95 Punkte.
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