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In dieser Diplomarbeit wird mit Hilfe des interaktiven Theorembeweisers
Isabelle/HOL ein Verfahren zur Erzeugung von Biichi-Automaten aus LTL-
Formeln implementiert und die Korrektheit dieser Konstruktion bewie-
sen. Aus der Isabelle-Spezifikation wird schlieflich unter Verwendung des
Codegenerators von Isabelle/HOL ausfithrbarer Code der Implementierung
erzeugt. Ausgehend von der urspriinglichen Idee des Verfahrens von Gerth,
Peled, Vardi und Wolper konnte die Korrektheit der Konstruktion bestétigt
werden.
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Kapitel 1

Einleitung

Nach wie vor besteht eine grofse Herausforderung der Informatik darin, Systeme
zu entwickeln, die zuverldssig funktionieren. Zu nahezu jedem Entwicklungspro-
zess eines Systems gehdrt eine Phase der Qualitatssicherung, die die Intention ver-
folgt, wahrend der Entwicklung entstandene Fehler des Systems bereits in einem
friihen Entwicklungsstadium zu entdecken. Klassische Qualitétssicherungsmaf-
nahmen beruhen auf den Prinzipien des Testens und Simulierens. Dabei wird im
Wesentlichen das zugrunde liegende System auf représentativen Eingaben ausge-
fithrt und das Ergebnis mit dem erwarteten Resultat verglichen. Ein ernsthaftes
Problem dieser Verfahren besteht darin, dass in der Regel aus Zeit- und Kosten-
griinden nur ein Bruchteil der moglichen Félle abgedeckt werden kann, sodass
eine klare Aussage dariiber, ob und wie viele Fehler noch vorhanden sind bzw.
vorhanden sein kénnten, nicht gemacht werden kann. Ein alternatives Verfahren
zur Qualititssicherung des Entwicklungsprozesses wird als formale Verifikation
bezeichnet. Dabei werden Eigenschaften des Systems formal nachgewiesen. Ein
weit verbreiteter Ansatz, um einen Beweis fiir die Giiltigkeit bestimmter Anfor-
derungen eines Systems zu erbringen, heilt Model Checking [5] (Modellprifen).
Dabei handelt es sich um ein Verfahren, das das als zustandsbasierte Repréasen-
tation vorliegende System bzgl. einer als temporallogische Formel' gegebenen
Spezifikation automatisch iberpriift.

Insbesondere bei grokeren Eingaben stoken klassische Modellpriifverfahren [4, 6]
jedoch an ihre Grenzen und scheitern etwa an einer zu langen Ausfithrungszeit
oder an einem zu hohen Speicherplatzverbrauch. Aus diesemn Grund sind effizi-
entere Verfahren erforderlich, die schneller eine Losung finden und dabei weniger

!Siehe Abschnitt 2.2.
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Speicherplatz verbrauchen. Problematisch ist nun jedoch die Tatsache, dass im
Zuge der Entwicklung eines effizienten Verfahrens wiederum Fehler unterlaufen
kénnen, die ggf. dazu fiihren, dass dieses Verfahren ein falsches FErgebnis liefert.
Ein Modellpriifverfahren beinhaltet in der Regel eine nicht-triviale Komponente,
die die Spezifikation des Systems in eine zustandsbasierte Reprisentation iiber-
fiithrt. Aufgrund der Komplexitat dieser Komponente besteht die Gefahr, dass
deren Implementierung Fehler enthélt. Um diesen fatalen Fall ausschliefen zu
kénnen, bietet es sich an, die kritischen Teile eines Modellpriifverfahrens selbst
bzgl. deren Spezifikation zu {iberpriifen. Fiir diesen Zweck besteht die Moglichkeit
einen weiteren Ansatz zu verwenden, um ein Verfahren gegen seine Spezifikation
zu verifizieren: Mit Hilfe des interaktiven Theorembeweisers Isabelle/HOL im-
plementiert man das Verfahren und priift diese Implementierung dahingehend,
ob sie sich bzgl. ihrer Spezifikation korrekt verhilt. Der Codegenerator von Isa-
belle/HOL liefert schlieblich aus der Isabelle-Implementierung ein Programm in
einer funktionalen Programmiersprache. Im Folgenden werde ich meine Isabelle-
Implementierung des Verfahrens von Gerth et al. [1] vorstellen, das ausgehend
von einer Spezifikation, gegeben durch eine temporale Formel, einen so genannten
Biichi-Automaten generiert. Dieses Verfahren stellt dabei einen wesentlichen Teil
des Model-Checking-Prozesses dar.

Bevor ich dazu komme, die Isabelle-Implementierung vorzustellen, gehe ich kurz
auf das Thema Model Checking in Kapitel 2 ein. Dabei befasse ich mich u. a. mit
der linearen temporalen Logik und mit den Biichi-Automaten. Weiterhin gehe ich
kurz auf den Model-Checking-Prozess ein, um zu verdeutlichen, welche Rolle das
Verfahren von Gerth et al. [1] dabei spielt.

In Kapitel 3 skizziere ich zunichst die Idee dieses Verfahrens, auf dem meine
Isabelle-Implementierung basiert, und gehe dabei auf den Vorschlag von Gerth
et al. [1], das Verfahren zu implementieren, ein.

In Kapitel 4 stelle ich kurz den interaktiven Theorembeweiser Isabelle/HOL vor
und erldutere dabei die in der Implementierung verwendeten Konzepte.

Anschliefsend stelle ich in Kapitel 5 meine Isabelle-Implementierung vor. Darin
befasse ich mich sowohl mit der eigentlichen Isabelle-Spezifikation des Verfahrens
als auch mit der Formalisierung und der Verifizierung der Korrektheitseigenschaf-
ten.

Schlieflich befasse ich mich in Kapitel 6 mit dem Erzeugen von ausfiihrbaren
Code aus meiner Isabelle-Implementierung. Diese Implementierung wird anhand
eines konkreten Beispiels demonstriert.

In Kapitel 7 schliefse ich diese Ausarbeitung mit einem personlichen Eindruck ab.



Kapitel 2

Model Checking

Beim Model Checking wird ein gegebenes System, etwa ein Programm oder aber
eine logische Schaltung, bzgl. seiner Spezifikation automatisch {iberpriift. Dazu
muss das System zun#chst in eine geeignete Darstellung {iberfiihrt werden. Eine
Moéglichkeit besteht darin, das System in eine zustandsbasierte Reprasentation
abzubilden. Dabei reprisentiert ein Zustand etwa eine mogliche Konfiguration
eines Programms oder eine potentielle Belegung der Eingénge einer logischen
Schaltung. Zur Beschreibung der Korrektheit eines Systems nimmt man dabei
Bezug auf elementare Eigenschaften, die iiber Zustinden ausgewertet werden,
wie etwa ,die Variable  hat den Wert a” oder ,am Eingang Al liegt ein Signal
an”. Zustandsiibergidnge modellieren den zeitlichen Verlauf des Systems. Im Sinne
einer logischen Schaltung kénnte ein Zustandsiibergang etwa durch die Anderung
eines Eingangssignals beschrieben werden. Eine geeignete Représentation fiir ein
System ist die so genannte Kripke-Struktur.

2.1 Kripke-Struktur

Definition Eine Kripke-Struktur iiber einer endlichen Menge Prop von atoma-
ren Aussagen [2] ist ein Tupel (S, Sp,d, L). Hierbei ist:

e S eine endliche Menge von Zusténden;

e Sy eine Menge von Startzusténden;

e § C S x § eine totale Transitionsrelation, d. h. fiir alle s € S existiert ein
s" € S mit der Eigenschaft (s,s’) € 0;

3
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{grtin}

{rot,gelb}

Abbildung 2.1: Ampelschaltung als Kripke-Struktur
o L:S — 2PrP cine Markierungsfunktion.

Die Zusténde einer Kripke-Struktur (S, Sp, d, L), also die Elemente von S, repra-
sentieren Zustinde des Systems, wihrend die Transitionen aus § den zeitlichen
Verlauf des Systems wiedergeben. Startzustinde, also Elemente von Sy, sind Zu-
stinde des Systems, bei denen die Ausfithrung des System beginnen kénnte. Die
Elemente von Prop sind Eigenschaften des Systems, die in einem Zustand erfiillt
oder nicht erfiillt sein konnen. Die Markierungsfunktion L ordnet jedem Zustand
eine Menge von Propositionen zu, die in diesem Zustand erfiillt sind.

Beispiel Abbildung 2.1 zeigt eine Kripke-Struktur fiir eine einfache Ampel-
schaltung als Diagramm. Die Kreise reprisentieren die Zustdnde dieser Schal-
tung, wihrend die Pfeile die Zustandsiiberginge modellieren. Der Zustand mit
der Nummer 1, der eine eingehende Kante besitzt, die von keinem anderen Zu-
stand ausgeht, wird als Startzustand betrachtet. Die Menge Prop ist gegeben
durch {rot, gelb, griin}. Die Mengen neben den jeweiligen Zusténden entsprechen
dem Wert der Markierungsfunktion.

Definition Ein Pfad o einer Kripke-Struktur (S, Sp,d, L) ist eine unendliche
Folge von Zustdnden o = sps182... mit s9 € Sp und (s;, s;+1) € d fiir i € N. Man
bezeichnet unendliche Folgen agajas... iiber einem Alphabet A (d. h. a; € A fiir
i € N) auch als w-Worter iiber A. Folglich ist ein Pfad o einer Kripke-Struktur
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(S, 50,6, L) ein w-Wort iiber S. Die i-te Komponente eines w-Wortes w liefert
w(i). Das k-Suffix eines w-Wortes w = apajasg... (kurz: wy) ist gegeben durch

AgQk4+10k+42--- -
Ein Pfad o einer Kripke-Struktur (.5, Sp,d, L), die ein System modelliert, repra-
sentiert eine mogliche zeitliche Abfolge von Zusténden. Jeder Pfad o besitzt eine

unendliche Abfolge von Eigenschaften gegeben durch L(c(0))L(c(1))L(0(2))...
(kurz: L(0)). Diese kann als w-Wort iiber 2P™P aufgefasst werden.

Beispiel Ausgehend von der Kripke-Struktur aus Abbildung 2.1 erfiillt die un-
endliche Folge 12341234 ... alle Anforderungen eines Pfades. Durch die unendli-
che Folge {rot} {rot, gelb} {griin}{gelb} {rot} {rot, gelb} {griin}{gelb}... hat man
die dazugehdrige unendliche Abfolge von Eigenschaften.

Definition Die Sprache einer Kripke-Struktur I = (S,Sp,d, L) ist gegeben
durch lang(K) := {L(co} | o ist Pfad von K}.

Ein Element von lang(K) ist eine unendliche Folge von Eigenschaften, die das zu
K dazugehérige System erfiillt.

Beispiel Die Sprache der Kripke-Struktur aus Abbildung 2.1 ist gegeben durch

die Menge {{rot} {rot,gelb} {griin} {gelb} {rot} {rot, gelb} {griin} {gelb}...}, die
also aus genau einem w-Wort iiber 2P™P besteht!.

Nun stellt sich die Frage, ob Folgen von Eigenschaften auch bestimmte zustands-
iibergreifende Bedingungen erfiillen. Um solche zustandsiibergreifende Spezifika-
tionen formulieren zu kénnen, verwendet man die so genannte lineare temporale

Logik.

2.2 Lineare temporale Logik (LTL)

Eine lineare temporale Logik [1, Kap. 2] ist gegeben durch die Mengen Prop und
®, die logischen Symbole —, VvV, X und U und die Relation . Hierbei ist:

e Prop eine endliche, nicht leere Menge von Propositionen;

'Da Systeme in der Regel nichtdeterministisch sind, existieren im Allgemeinen sehr viele
dazugehorige Eigenschaftsfolgen.
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® die Menge von LTL-Formeln;

= und V die Booleschen Operatoren fiir Negation und Disjunktion;

X und U die temporalen Operatoren Next und Until;

E eine Relation, die ein w-Wort iiber 2°"P und eine LTL-Formel in Bezie-
hung setzt.

Die Menge ® der LTL-Formeln ist wie folgt induktiv definiert:

e Prop C 9;

e wenn ¢ €  und ¢ € P,
dann gilt ¢ € ®, ¢V € , X¢p € & und ¢Uy € P.

Folglich ist jede Proposition und jeder Ausdruck, der durch Kombination der
Booleschen und temporalen Operatoren mit LTL-Formeln hervorgeht, eine LTL-
Formel.

Die Semantik von LTL-Formeln wird fiir ein w-Wort ¢ iiber dem Alphabet 2ProP
definiert. Ein solches w-Wort entspricht einer bestimmten Abfolge von proposi-
tionalen Interpretationen. Intuitiv formuliert, besagt es, welche Propositionen im
Zeitverlauf gelten und welche nicht. Daher wird die Semantik von LTL-Formeln
bzgl. eines solchen w-Wortes definiert, d. h. die Semantik ist eine Relation die
besagt, wann ein w-Wort eine LTL-Formel erfiillt.

o {Fpgdw. p e &(0) fiir p € Prop;

o {F ¢ gdw. £ F ¢ nicht gilt;

o EF OV Y gdw. £ F ¢ gilt oder € F ¥ gilt;

o £ FE X gdw. & F ¢ gilt;

o {F ¢Uy gdw. es existiert ein ¢ € N mit & F + und fiir alle 7 € N mit j <

gilt & F ¢.

Das w-Wort & bezeichnet man als Interpretation. Fiir £ F ¢ sagt man auch: & ist
ein Modell fiir ¢.

Fiir einige spezielle LTL-Formeln existieren Abkiirzungen, und zwar wie folgt:
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e True: T :=pV —p fiir p € Prop;

e False: | :=—T;

e Konjunktion: ¢ A ¢ := =(=¢ V —);
e Implikation: ¢ — 1 := = V 1J;

e Release: pVi) := =(=pU—);

e Finally: F¢ := TUg;

e Globally: G¢ := —F—¢.

Die so definierte temporale Logik LTL wird als Beschreibungssprache verwendet,
um Spezifikationen fiir eine Kripke-Struktur anzugeben. Die temporalen Opera-
toren erlauben es, Aussagen zustandsiibergreifend zu formulieren. Mit X¢ 1dsst
sich die Forderung ausdriicken, dass ¢ im nichsten Zustand erfiillt sein muss,
wahrend ¢Uy fordert, dass ¢ in irgendeinem Zustand eines Pfades erfiillt sein
muss und dass in allen Zusténden auf dem Pfad dorthin stets ¢ gilt. Analog dazu
fordert F¢, dass ¢ in irgendeinem Zustand eines Pfades erfiillt ist und G¢ bedingt,
dass ¢ stets erfiillt ist. Aufgrund der Aquivalenz & F ¢Uy) = & F ~(—¢V—1)) wird
der V-Operator auch als der zu U duale Operator bezeichnet. Analog dazu ist
der Operator A dual zum Operator V. Die Semantik der Formel ¢V ist so zu
verstehen, dass wenn ¢ fiir einen Zustand erfiillt ist, dann die Giiltigkeit von
fiir alle Folgezusténde nicht mehr erforderlich ist. Ist jedoch ¢ fiir keinen der Vor-
gingerzustinde eines beliebigen Zustandes erfiillt, so muss unmittelbar ¢ gelten.

Beispiel Bezogen auf die Kripke-Struktur aus Abbildung 2.1 kénnte man sich
fragen, ob diese die LTL-Formel G(rot — Fgriin) erfiillt, d. h. ob von jedem
Zustand aus, in dem rot erfiillt ist, ein Zustand erreichbar ist, in dem griin erfiillt
ist.

2.3 Verifikation der Spezifikation

Sei nun die Spezifikation als LTL-Formel ¢ und das System als Kripke-Struktur
gegeben. Es gilt: K erfiillt ¢, falls die Teilmengenbeziehung lang(K) C {£ | £ E ¢}
zutrifft, d. h. falls fiir alle Pfade ¢ von I die dazugehorige Abfolge von Eigen-
schaften Lx(0)? die LTL-Formel ¢ erfiillt. Gibt es nun einen Pfad o von K, fiir

’Die Funktion Ly ist die Markierungsfunktion von K.
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den gilt, dass Lx (o) die Spezifikation ¢ verletzt, d. h. es gilt nicht Li (o) F ¢
bzw. es gilt geméf der Definition der Semantik von LTL-Formeln aus Abschnitt
2.2 Li(0) F —¢, dann hat man die Situation gegeben, in der folgende Eigenschaft
erfiillt ist:

lang(K) N{¢[§ F o} # 0

Folglich kann man, um die Erfiillbarkeit von ¢ durch K zu zeigen, auch die
Eigenschaft nachweisen, die besagt, dass es keinen Pfad o von K gibt, sodass die
Sperzifikation ¢ durch Ly (o) verletzt wird, also:

lang(K) N{¢[§ F ¢} =0

Diese Tatsache wird von Modellpriifverfahren aufgegriffen, um die Spezifikation
bzgl. des Systems automatisch zu iiberpriifen. Dazu wird zunéchst sowohl das
System als auch die negierte Spezifikation in einen so genanten w-Automaten,
hier ein ,markierter verallgemeinerter Biichi”-Automat, iiberfiithrt, um dann mit-
tels graphentheoretischer Methoden [8] zu verifizieren, dass der Produktautomat?
der beiden Automaten gerade die leere Sprache erkennt. Wihrend eine Kripke-
Struktur direkt in einen w-Automat iiberfithrt werden kann (vgl. Abschnitt 2.3.2),
haben Vardi und Wolper gezeigt [6], dass zu jeder LTL-Formel ¢ ein w-Automat
konstruiert werden kann, der exakt die w-Worter akzeptiert, die ¢ erfiillt.

2.3.1 Markierter verallgemeinerter Biichi-Automat (labeled ge-
neralized Biichi automaton, LGBA)

Die Definition des LGBA [1, Kap. 3| basiert auf dem so genannten verallgemei-
nerten Biichi-Automaten (generalized Biichi automaton, GBA).

Definition Ein GBA A ist ein Tupel (Q, I, 6, F'), sodass gilt:

e () ist eine endliche Menge von Zustianden;
o | C (@ ist die Menge der Startzustinden;

e 0 C @ x @ ist die Transitionsrelation;

3Ein Produktautomat fiir zwei Automaten A; und A, akzeptiert nur die Wérter, die sowohl
von A; als auch von As akzeptiert werden.
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o FC 227 ist die Menge von Mengen akzeptierender Zusténde.

Ein w-Wort o tiber @ heift Pfad von A, falls ¢(0) € I und (c(i),0(i + 1)) € ¢
fiir i € N. Das Limit fiir ein w-Wort & ist gegeben durch?:
limit(§) := {a|3on € N.£(n) = a}

Der GBA A akzeptiert einen Pfad o von A, falls fiir alle M € F' die Bedingung
limit(o) N M # 0 erfiillt ist.

Basierend auf der Definition des GBA definiert man nun den LGBA.

Definition Ein LGBA ist ein Tripel (A, D, L), sodass gilt:

o A=(Q,I,4,F) ist ein GBA;
e D ist eine endliche Menge von Markierungen;
o £:Q — 2P ist die Markierungsfunktion.
Ein Pfad o von A akzeptiert ein w-Wort & iiber D, falls £(i) € L(o(i)) fiir i € N

erfiillt ist. Ein LGBA akzeptiert ein w-Wort & iiber D gdw. ein Pfad von A
existiert, der & akzeptiert und der von A akzeptiert wird.

2.3.2 LGBA aus einer Kripke-Struktur

Sei K = (5, 50,9, L) eine Kripke-Struktur {iber Prop. Der LGBA 2 = (A, D, L),
der exakt die w-Waorter akzeptiert, die in lang(K) enthalten sind, kann wie folgt
konstruiert werden:

o A=(S,50,0,0) der GBA von ;

e D = 2Prop.

o L£:5 — 22" gegeben durch L(s) :={L(s)}.

“Das Symbol 3. bedeutet es existieren unendlich viele.
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Da die Menge der Akzeptanzmengen des GBA A gerade leer ist, akzeptiert der
Automat alle Pfade von A. Dabei ist ein Pfad des GBA A identisch mit dem Pfad
der Kripke-Struktur K. Fiir einen Pfad o und ¢ € N hat man £(o (7)) = {L(o(7))}.
Die Akzeptanzbedingung £(i) € L(o (7)) baw. £(i) € {L(o(i))} liefert schlieflich
die Bedingung, dass nur solche w-Wérter £ akzeptiert werden, die £(i) = L(o(4))
fiir i € N bzw. € = L(0) erfiillen. Folglich akzeptiert der LGBA 2 nur w-Wérter
der Form L(o), da fiir jedes w-Wort dieser Art ein Pfad von A existiert, der es
akzeptiert.

Mit der Konstruktion eines LGBA aus einer LTL-Formel beschéftigt sich das
néichste Kapitel 3.



Kapitel 3

LGBA-Konstruktion aus einer
LTL-Formel

Sei eine LTL-Formel ¢ gegeben. Im Folgenden stelle ich kurz die Idee des Verfah-
rens von Gerth et al. [1] zur Erzeugung des LGBA 24, der exakt die Modelle {iber
2ProP fiir ¢ akzeptiert, vor. Anders ausgedriickt, erfiillt der konstruierte LGBA
24 folgende Eigenschaft: § F ¢ gdw. 204 akzeptiert £, fiir ein w-Wort & iiber 2Prop
Bereits aus dieser Eigenschaft wird ersichtlich, dass die Menge von Markierungen
des LGBA 4 gerade als 2ProP gewiihlt werden muss.

Das besagte Verfahren erzeugt zunichst nur einen Graphen, aus dem jedoch dann
der entsprechende LGBA 2, konstruiert wird. Dieser Graph enthilt bereits die
Zusténde und die Zustandsiibergdnge des LGBA 2. Um den LGBA zu vervoll-
stdndigen, benotigt man aufserdem noch die Menge der Startzustdnde, die Menge
der Akzeptanzmengen und die Markierungsfunktion.

Definition Ein Graph ist ein Paar (V,A). Dabei gilt:

e I/ eine Menge von Zusténden;
o A:V — 2V eine Transitionsfunktion.

Fiir zwei Zustinde ¢ und ¢’ sagt man, dass eine Kante von ¢ nach ¢ existiert,
falls ¢ € A(q') erfiillt ist.

Ein Graph wird iiblicherweise durch eine Menge von Zustdnden und durch eine
Menge von Kanten definiert. In Hinsicht auf das hier vorgestellte Verfahren, ist

11
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Abbildung 3.1: Beispiel eines Graphen

es jedoch von Vorteil, statt der Menge von Kanten eine Transitionsfunktion zu
verwenden. Der Bezug zwischen dieser Definition und dem Verfahren wird in
Abschnitt 3.1.2 erldutert.

Beispiel In Abbildung 3.1 wird ein Graph durch ein Diagramm dargestellt. Die
Menge der Zustande V ist gegeben durch {A, B, C}. Die Transitionsfunktion ist
durch A(A) = {}, A(B) = {A} und A(C) = {A, B} definiert.

Das hier vorgestellte Verfahren lisst sich in zwei Teile gliedern: Konstruktion des
Graphen und Transformation des Graphen in einen LGBA.

3.1 Konstruktion des Graphen

Die Konstruktion des Graphen erfordert zunichst, dass die Eingabeformel in
Negationsnormalform vorliegt.

3.1.1 Negationsnormalform

Definition Eine LTL-Formel ¢ ist in Negationsnormalform, falls das Negati-
onszeichen — in ¢ héchstens direkt vor einer Proposition vorkommt.

Jede LTL-Formel kann unter Verwendung der in Abschnitt 2.2 definierten Abkiir-
zungen in eine semantisch identische Formel in Negationsnormalform iiberfiihrt
werden. Dazu fithrt man solange Umformungen durch, bis die entsprechende Form
vorliegt. Dabei verschiebt sich das Negationszeichen sukzessive von aufen nach
innen. In der Tat wurde der zum Until-Operator duale Release-Operator V gera-
de fiir diese Zwecke eingefiihrt. Die dazu erforderlichen Umformungsregeln sind
die folgenden:
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o (E-T=¢EL
e (E-L=¢ET

05':—|—|¢Ef':¢)

e {E(PVY)=EF PN
e {E(QNY)=EF 0V Y
e {FE(P—Y)=EFRONY
o {F(Xp) =EEX(¢)

o {F(pUy) =& F VY
o {E(pVY) =& F U~y

o« (E-Fp=¢E LV-¢

o {FGp=EEFg

Die Idee, die hinter der Negationsnormalform steckt, ist, dass man durch die
Transformation in Negationsnormalform statt dem allgemeinen Negationsfall —)
den speziellen Fall —p fiir p € Prop erhélt. In der Regel ist dieser spezielle Fall
einfacher zu handhaben, insbesondere dann, wenn man eine Funktion iiber der
Struktur der LTL-Formeln definiert.

3.1.2 Idee der Graphenkonstruktion

Sei nun also die Eingabeformel in Negationsnormalform. Die Konstruktion des
Graphen basiert hauptséachlich auf der Idee, eine LTL-Formel bzgl. ihrer Struktur
so zerlegen zu konnen, dass sich ein Teil der Aussage auf den aktuellen, ein
anderer Teil auf den néchsten Zustand bezieht. Sei etwa die Eingabeformel ¢
gegeben durch ¢ = —p A Xy. Man erhélt durch —p den Teil, der unmittelbar gilt,
und durch 1 den Teil, der im néchsten Zustand erfiillt sein muss. Die wichtigste
Umformung dieser Ezpansionsstrategie ist jedoch die, die sich auf den U-Operator

bezieht: &€ F pUh = € F ¥V (u A X(uU))L.

Mit dieser Expansionsstrategie erzeugt das Verfahren die Zustdnde und die Tran-
sitionen des Graphen sukzessive. Dabei wird zunédchst der Teil der Eingabeformel

!Die Beweisidee fiir diese Aquivalenz findet man in Abschnitt 5.1.2.
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extrahiert und in geeigneter Weise zu einem Zustand des Graphen verarbeitet, der
unmittelbar erfiillt sein muss. Gleichzeitig wird der Teil, der im néchsten Zustand
erfiillt sein muss, vorgemerkt, um diesen dann im Folgezustand wieder auf die
gleiche Art und Weise analysieren und verarbeiten zu kénnen. Im Wesentlichen
aufgrund der Disjunktion kann es dabei beim Verarbeiten der Eingabeformel zum
Nichtdeterminismus kommen, d. h. es ist moglich, dass ein Zustand des Graphen
mehrere ausgehende Kanten besitzt.

Die Abbildung 3.3 auf Seite 16 zeigt den Algorithmus von Gerth et al. |1, Fig. 1],
der den Graphen konstruiert, in Pseudo-Code. Dieser Algorithmus basiert auf
einer Datenstruktur (Abbildung 3.3, Zeile 1-2), die fiir die Reprasentation von
Automatenzustinden verwendet wird. Diese Zustandsreprisentation besitzt fol-
gende Felder:

e Name: Ein String, der den Namen des Zustands darstellt.

e Futher: Ein String, der dazu verwendet wird, Zustinde mit anderen Zu-
stdnden anhand des Zustandsnamen in eine Beziehung zu bringen. Dieses
Feld ist nur fir den Korrektheitsbeweis von Bedeutung.

e Incoming: Eine Menge von Zustandsnamen, von deren Zustdnden eine aus-
gehende Kante, die im aktuellen Zustand eingeht, existiert. Ist der spezielle
Bezeichner init in dieser Menge enthalten, so gilt der aktuelle Zustand als
Startzustand.

e New: Eine Menge von LTL-Formeln, die im aktuellen Zustand erfiillt sein
miissen und die vom Algorithmus noch nicht verarbeitet wurden.

e Old: Eine Menge von LTL-Formeln, die im aktuellen Zustand erfiillt sein
miissen und die vom Algorithmus bereits verarbeitet wurden.

e Next: Fine Menge von LTL-Formeln, die im néichsten Zustand erfiillt sein
miissen.
Der Algorithmus selbst ist durch zwei Funktionen gegeben:
e expand (Abbildung 3.3, Zeile 3-32): Eine rekursive Funktion, die die Ex-
pansionsstrategie, wie oben beschrieben, implementiert.

e create graph (Abbildung 3.3, Zeile 33-36): Eine Funktion, die die Funk-
tion expand mit speziellen Werten aufruft. Die Ausgabe dieser Funktion
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besteht aus einer Liste von Zustédnden. Iin Wesentlichen wird durch das In-
coming-Feld dieser Zustéinde eine Transitionsfunktion impliziert (vgl. Ab-
schnitt 5.2.3.5), sodass die Ausgabe im Sinne der Definition eines Graphen
zu Beginn dieses Kapitels betrachtet werden kann.

Von der Funktion expand werden Hilfsfunktionen |1, Seite 7|, welche in Abbil-
dung 3.2 zu sehen sind, verwendet.

E | Newl(n) | Nextl(n) | New2(n) |
pUP | {p} {nUv} [{¥}
;iV'{i’l {f.-} {uV} {u, ¥}
pVY | {n} 0 v}

Abbildung 3.2: Hilfsfunktionen nach Gerth et al. [1, Kap. 3.2]

Diese Hilfsfunktion extrahieren aus LTL-Formeln der Form pU, pV und pV
die notwendigen Informationen, um eine Verzweigung des Graphen einzuleiten.
Fiir die Until-Formel der Form ;U erhilt man gemis der Aquivalenz € £ pUy =
EEWYV (uAX(uU)) durch New2 den linken Teil der Disjunktion, durch New1
den Teil des rechten Disjunktionsglieds, der unmittelbar erfiillt sein muss, und
durch Nextl den Teil des rechten Disjunktionsglieds, der im néchsten Zustand
erfiillt sein muss.

Die Konstruktion des Graphen beginnt mit der Funktion create graph, der
als Parameter eine LTL-Formel in Negationsnormalform {ibergeben wird und die
die Funktion expand mit einem Startzustand und einer leeren Menge von Zu-
stdnden aufruft. Letztere reprisentiert den Ausgabegraphen und wird im Zuge
der Berechnung sukzessive erweitert. Die Funktion expand vervollstandigt dann
den aktuellen Zustand, der hier als Parameter der Funktion vorliegt, ausgehend
von dessen New-Feld geméf der oben beschriebenen Expansionsstrategie schritt-
weise. Ist die Konstruktion des aktuellen Zustands abgeschlossen, d. h. wurden
alle LTL-Formeln, die im aktuellen Zustand erfiillt sein miissen, vom Algorith-
mus verarbeitet, so fithrt der Algorithmus die Konstruktion des Graphen (unter
bestimmten Bedingungen) mit dem néchsten Zustand fort. Dabei analysiert der
Algorithmus nach dem gleichen Schema die LTL-Formeln, die fiir den nichsten
Zustand vorgemerkt wurden.

Wie im Einzelnen der Algorithmus funktioniert, wird in Kapitel 5 anhand meiner
Implementierung detailliert erldutert.
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I record graph_node = [Name:string, Father:string, Incoming:set of string,
2 New:set of formula, Old:set of formula, Nexz:set of formulal;
3 function expand (Node, Nodes Ser)
4 if New(Node)=0 then
5 if AN D €Nodes_Set with Old(ND)=0ld(Node) and Next(ND)=Next(Node)
6 then Incoming(ND) = Incoming(ND)UIncoming(Node);
7 return(Nodes_Set),
8 else return(expand([Name<=Father <new_name(),
9 Incoming<= {Name(Node)}, New<=Next(Node),
10 Old< 0, Next<= ()], { Node}UNodes _Set))
11 else
12 let 1 ENew;
13 New(Node) = New(Node)\{n};
14 case 7 of
15 1= FPp,orF, orn=1orn=F=>
16 if 7 =¥ or Neg(n) € Old(Node) (* Current node contains a contradiction *)
17 then return(Nodes_Set) (* Discard current node *)
18 else OldfNode):=OldNode)U{n};
19 return(expand(Node, Nodes _Set));
20 n=pUv oruNe,orpuve=>
21 Nodel:=[Name<=new_name(), Father< Name(Node), Incoming<Incoming(Node),
22 New<New(Node)U({Newl(n)}\ Old(Node)),
23 Old<=0ld(Node)U{n}, Next=Next(Node)U{Nextl(n)} |;
24 Node2:=[Name<new_name(), Father<Name(Node), Incoming<Incoming(Node),
25 New<=New(Node)U({New2(n)}\Old(Node)),
26 Old<=0ld(Node)J{n}, Next<Next(Node));
27 return(expand(Node2, expand(Nodel, Nodes_Ser)));
28 n=pA P =>
29 return(expand([Name< Name(Node), Father<Father(Node), Incoming<Incoming(Node),
30 New<<=New(Node)U({p, ¥}\Old(Node)),
31 Old<=0ld(Node)U{n}, Next=Next{Node)], Nodes_Set))
32end expand;

33function create_graph (¥)

34  return(expand([Name< Father<new_name(), Incoming<{init},
35  New< {¢}, Old«< 0, Next< 0], 1))

36end create_graph;

Abbildung 3.3: Der Algorithmus von Gerth et al. [1, Fig. 1] zur Konstruktion des

Graphen aus einer LTL-Formel
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3.2 Transformation des Graphen in einen LGBA

Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels erwihnt, wird der LGBA aus dem kon-
struierten Graphen gewonnen. Dabei sind die Zustédnde und die Transitionen des
Graphen gleichzeitig auch die Zustidnde und die Transitionen des LGBA. Ein
Startzustand ist ein Zustand, von dem aus die Verarbeitung der Eingabeformel
initiiert wurde, d. h. falls init in dessen Incoming-Feld enthalten ist. Wie bereits
festgestellt, wihlt man als Menge der Markierungen gerade 2P™P. Folglich ordnet
die Markierungsfunktion einem Zustand eine Menge von Mengen von Proposi-
tionen zu, und zwar gerade solche Mengen, die nur Propositionen enthalten, die
in jenem Zustand erfiillt sein miissen und zu keinem Widerspruch? fiihren. Die-
se werden, wie bereits beschrieben, durch die Dekomposition der Eingabeformel
ermittelt.

In der Tat lisst die Konstruktion des Graphen aus Abschnitt 3.1 fiir eine Until-
Formel pU unendliche Pfade zu, auf denen nie ein Zustand erreicht wird, in dem
1 erfiillt ist. Solche Pfade gilt es zu unterbinden, da sie der Semantik der Until-
Formel widersprechen und somit nicht die Modelle dieser LTL-Formel implizieren.
Dazu wird die Akzeptanzbedingung des LGBA so gewé#hlt, dass unzuléssige Pfade
fiir Until-Formeln nicht akzeptiert werden.

Wie im einzelnen der LGBA aussieht, wie etwa die Akzeptanzmengen zu wihlen
sind oder wie die Markierungsfunktion tatsichlich beschaffen ist, wird in Ab-
schnitt 5.3 ausfiihrlich erldutert.

?Man erhilt einen Widerspruch, wenn in einem Zustand sowohl p als auch —p zu erfiillen
sind.



Kapitel 4

Isabelle/ HOL

Die Implementierung des Verfahrens von Gerth et al. [1] habe ich mit Hilfe von
Isabelle/HOL [9] realisiert. Dabei ist Isabelle/HOL in erster Linie ein interak-
tiver Theorembeweiser. Die Abkiirzung HOL steht fiir Higher Order Logic [10]
und bezeichnet die Logik hoherer Stufe. Die Bezeichnung Isabelle/HOL soll da-
bei andeuten, dass Isabelle im Kontext der Logik hoherer Stufe verwendet wird.
Tatséchlich ist Isabelle modular aufgebaut und erlaubt es, verschiedene Logi-
ken zu verwenden. HOL eignet sich fiir die Zwecke der Implementierung eines
Verfahrens nicht nur deswegen, weil ein Codegenerator zur Verfiigung steht, der
bestimmte HOL-Konstrukte in eine funktionale Sprache abbilden kann, sondern
auch, weil viele Datenstrukturen, wie Listen, Zahlen etc., in HOL bereits ver-
fiigbar sind. Die Spezifikationssprache von Isabelle/HOL ist sehr ausdrucksstark
und ist angelehnt an die Logik, wie man sie aus der Mathematik her kennt. HOL
Konstrukte wie datatype-, record- oder function-Definitionen dagegen kennt
man so von funktionalen Programmiersprachen.

4.1 Typen

Ahnlich wie viele funktionale Programmiersprachen basiert Isabelle/HOL auf
dem getypten A-Kalkiil [15]. Deswegen hat in Isabelle/HOL jeder Ausdruck, der
im eigentlichen Sinne einem A-Term' entspricht, einen Typ. Neben den Basis-
typen wie bool (Wahrheitswerte) und nat (natiirliche Zahlen) existiert in Isa-

'Funktionen konnen als \-Terme aufgefasst werden. Die Inkrementierungsfunktion lisst sich
etwa durch inc := An.n + 1 definieren.

18
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belle/HOL der Funktionstyp (gekennzeichnet durch =), der totale? Funktionen
reprisentiert. Ebenfalls unterstiitzt werden polymorphe Typen, die es ermogli-
chen mit einer Typvariable (als ’a gekennzeichnet) {iber Typen zu abstrahieren.

In Isabelle/HOL existieren verschiedene Konstrukte, um Typen zu definieren.
Mit dem Schliisselwort types lassen sich bereits bekannte Typen durch einen
neuen Namen abkiirzen. Wenn man etwa eindeutige Bezeichner durch natiirliche
Zahlen représentieren mochte, so bietet es sich, der besseren Lesbarkeit wegen,
einen neuen Namen fiir den Typ dieser Bezeichner einzufiihren.

types
id = nat

Zwar wird der Typ id Isabelle-intern weiterhin als nat behandelt, fiir den Leser
erschliefst sich jedoch auf diese Weise der Verwendungszweck von id eher.

4.1.1 Induktive Datentypen

Mit dem Schliisselbegriff datatype ist man in der Lage, einen induktiven Daten-
typen zu definieren. Dabei ist die Definition eines induktiven Datentyps analog
zu dem Konzept, das auch in der funktionalen Programmierung zum Einsatz
kommt. Ein beliebtes Beispiel sind Listen®.

datatype
’a list = Nil Mo
| Cons ’a "’a list" (infixr "#" 65)

Der Ausdruck Nil stellt die leere Liste dar. Eine Liste, die das Element O ent-
hélt, erhdlt man durch Cons O Nil. Zusitzlich zur eigentlichen Datentypdefini-
tion ldsst sich ad hoc eine alternative Syntax definieren. Statt der Konstruktor-
schreibweise fiir die Liste mit dem Element 0 etwa ist man so in der Lage eine wohl
bekannte Syntax zu verwenden, die dann diesen Ausdruck durch 0#[]4 abkiirzen
lasst. Gleichzeitig legt die Annotation infixr fest, dass sich der Listenkonstruktor
# rechtsassoziativ (mit einer Prioritdt von 65) zu verhalten hat. Im Kontext der

’Eine Funktion (im Sinne der Informatik) heifit total, falls sie jedem Element aus dem
Definitionsbereich genau ein Bildelement zuordnet. Tatsédchlich entspricht die Definition einer
totalen Funktion der Definition einer Funktion im mathematischen Sinne.

3Listen sind bereits in Isabelle/HOL vordefiniert.

“In Isabelle/HOL ist es auRerdem moglich, den Ausdruck 0#[] zu [0] zu reduzieren.
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Codegenerierung ist schlieklich erwdhnenswert, dass Datentypdefinitionen beim
Abbilden in eine funktionale Sprache nahezu unveréndert iibertragen werden, da
das datatype-Konzept von Isabelle/HOL dem der funktionalen Sprachen &hnelt.

4.1.2 Records

Das records-Konzept [11, Kap. 8.3] in Isabelle/HOL verallgemeinert das Prinzip
von Tupeln® und erméglicht die einzelnen Felder mit Namen anstatt mit der Posi-
tion zu adressieren. Bei groferen Strukturen mit mehr als zwei Feldern profitiert
man primdr von der besseren Lesbarkeit des records-Konzepts. Durch Verga-
be aussagekriftiger Feldnamen erh6éht man zudem das intuitive Verstindnis der
Definition. Ein einfaches Beispiel soll dies verdeutlichen.

record book =

title :: string
author :: string
pages :: nat

Diese offensichtliche Représentation eines Buches bedarf nahezu keiner Erkli-
rung, da die Feldnamen den eigentlichen Einsatzzweck dieser Definition bereits
verdeutlichen. Ein Ausdruck vom Typ book ldsst sich mit der in Isabelle/HOL
eingebauten Syntax wie folgt definieren:

abbreviation my_book :: book
where
"my_book = ( title = ’’Harry Potter’’,
author = ’’Joanne K. Rowling’,
pages = 334 )"

Gleichzeitig kann man erkennen, wie in Isabelle/HOL durch abbreviation Ab-
kiirzungen definiert werden konnen. Wird die Typdekoration, hier gegeben durch
:: book, weggelassen, versucht Isabelle den Typen durch Typinferenz automa-
tisch zu ermitteln. Der Record selbst ist durch den Ausdruck in Klammern (| |)
gegeben. Um etwa auf das title-Feld von my_book zugreifen zu konnen, schreibt
man einfach title my_book. Eine Aktualisierung des Feldes pages dagegen er-
hélt man durch my_book( pages := 335 |).

®Tupeln sind ebenfalls in Isabelle/HOL vordefiniert.
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4.1.3 Sonstige Typen

In Isabelle/HOL existieren viele bereits vordefinierte Typen. Im Kontext dieser
Arbeit sind vor allem Listen, wie sie im Abschnitt 4.1.1 vorgestellt wurden, von
Interesse. Listen werden im Kontext der Codegenerierung verwendet, um end-
liche Mengen zu modellieren. Nichtsdestotrotz kann es aus einer theoretischen
Betrachtung heraus einfacher sein, eine Aussage iiber Mengen anstatt iiber Li-
sten zu formulieren. Mengen werden in Isabelle/HOL als Funktionen vom Typ
’a = bool realisiert. Unabhéngig davon ist Isabelle/HOL um eine entsprechend
intuitive Syntax und viele niitzliche Definitionen fiir Mengen angereichert. Das
Bild einer Menge A unter einer Funktion f etwa hat man durch:

f¢A={y. dxeA. y = £(x)}

Ebenfalls vordefiniert sind iibliche Operationen auf Mengen wie Vereinigung (U),
Schnitt (N) und Differenz (-). Der Typ ’a set reprisentiert eine Menge von
Elementen vom Typ ’a. Nicht zu verwechseln ist der Typkonstruktor set mit der
Funktion set, die eine Liste in eine Menge iiberfiihrt, die exakt die Listenelemente
enthilt.

Fiir Listen existieren eine Reihe niitzlicher Funktionen, die bereits vordefiniert
sind. Die Infixfunktion @, auch bekannt unter dem Namen concat, verbindet
zwei Listen miteinander. Die Funktion filter liefert fiir die Parameter P und xs
eine Liste zuriick, die aus Elementen von xs besteht, fiir die das Pradikat P er-
filllt ist. Fiir filter P xs bietet Isabelle/HOL ebenfalls eine alternative Syntax:
[x«<xs. P x]. Mit der Funktion length lisst sich die Lénge einer Liste bestim-
men. Ist eine natiirliche Zahl i kleiner als die Lénge einer Liste xs, so erhilt
man durch xs!i das i-te Element dieser Liste. Schlieflich entfernt die Funktion
remdups aus einer Liste Elemente, die mehrfach vorkommen.

4.2 Funktionen

In Isabelle/HOL beginnen Funktionsdefinitionen [12], wie man sie von funktiona-
len Sprachen her kennt, mit dem Schliisselwort fun bzw. function. Das folgende
Beispiel definiert die Ackermannfunktion:

fun ack :: "(nat X nat) = nat"
where
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"ack(0, m) = Suc m"
| "ack(Suc n, 0) = ack(n, 1)"
| "ack(Suc n, Suc m) = ack(n, ack(Suc n, m))"

Der Bezeichner ack stellt dabei den Namen der Funktion dar. Hinter den zwei
Doppelpunkten :: folgt der Typ der Funktion. Demnach handelt es sich bei ack
um eine Funktion mit einem Paar natiirlicher Zahlen als Argument und einer na-
tiirlichen Zahl als Riickgabewert. Die Definition® der Funktion selbst ist gegeben
durch eine Reihe von Gleichungen, die mit dem Zeichen | getrennt werden. Wie
man dem Beispiel entnehmen kann, wird das Pattern Matching auf Termen eines
Datentyps unterstiitzt. Oberflachlich gesehen unterscheidet sich das function-
Konzept von dem der funktionalen Programmiersprachen kaum. Tatséchlich ver-
sucht Isabelle/HOL eine Reihe von Eigenschaften automatisch zu tiberpriifen wie
etwa, dass die definierte Funktion stets terminiert oder dass das Pattern Mat-
ching vollstiandig ist. Da in Isabelle/HOL alle Funktionen total sein miissen, um
die Konsistenz des Systems zu erhalten, ist die Uberpriifung der Terminierungsei-
genschaft zwingend notwendig. Eine Funktion, die auf bestimmten Werten nicht
terminiert, kann aber nicht total sein, da sie diesen Werten keine Elemente aus
dem Bildbereich zuordnet. Schligt die automatische Uberpriifung fehl, so wird
die Definition abgewiesen. Das kann zwei Ursachen haben: Entweder die Definiti-
on erfiillt tatséchlich nicht die Forderungen, die an eine Funktion gestellt werden,
oder die automatische Methode war nicht in der Lage diese nachzuweisen. Trifft
Letzteres zu, so bleibt nur noch die Méglichkeit diese Eigenschaften von Hand zu
verifizieren. In diesem Fall verwendet man statt fun das Schliisselwort function,
um eine Funktionsdefinition einzuleiten. Tatsdchlich handelt es sich bei einer
fun-Definition um ein Konstrukt, das auf function basiert.

Nicht-rekursive Funktionen kénnen auch durch definition eingefithrt werden,
wie das nachfolgende Beispiel zeigt.

definition list_inc :: "[nat list, nat] = nat list"
where
"list_inc ns n = map (op + n) ns"

Die so definierte Funktion list_inc besitzt zwei Argumente, in der Reihenfolge
wie in den Klammern [ ] angegeben. Das Ergebnis der Funktion wird durch das
Anwenden der Funktion op + n (im Wesentlich identisch zu £ (m) = n + m) auf
jedes einzelne Element der Liste ns ermittelt.

®Die Funktion Suc berechnet den Nachfolger einer natiirlichen Zahl. Dabei ist diese Funktion
so definiert, das sie auch als Datentypkonstruktor betrachtet werden kann.



KAPITEL 4. ISABELLE/HOL 23
4.3 Aussagen und Beweise

Die Essenz von Isabelle/HOL besteht darin, Aussagen formalisieren und bewei-
sen zu kénnen. Mit den Schliisselworter lemma und theorem kann man eine
zu zeigende Aussage notieren. Der Beweis dieser Aussage erfolgt dann durch
Anwenden bereits bekannter Aussagen mit Hilfe spezieller Beweismethoden, die
Isabelle/HOL zur Verfiigung stellt. Wahrend die groftenteils sehr umfangreichen
Isabelle-Beweise in dieser schriftlichen Ausarbeitung nicht wiedergegeben wer-
den’, wird die Isabelle-Notation fiir Aussagen immer wieder verwendet werden.
Aus diesem Grund soll diese mit dem folgenden Beispiel verdeutlicht werden.

lemma subset_elem:
assumes "x € A"
and "A C B"
shows "x € B"

Wie bereits erwdhnt, beginnt die Einleitung einer Aussage mit dem Schliissel-
wort lemma. Der Bezeichner subset_elem referenziert dieses Lemma, um et-
wa die Aussage im Beweis einer anderen Aussage verwenden zu konnen. Mit
assumes wird die Pramisse dieses Lemmas eingeleitet und mit and mit weiteren
Annahmen verkniipft. Die aus dieser Voraussetzung zu folgernde Aussage wird
schlieflich mittels shows notiert.

Beispiel Folgendes Beispiel liefert einen Eindruck, wie eine Aussage in Isabelle
formalisiert und bewiesen werden kann. Bei der Aussage handelt es sich um die
Expansionsstrategie fiir eine Until-Formel, die in Abschnitt 3.1.2 vorgestellt wur-
de.

lemma 1t1_expand Until:
shows "¢ = p U «— £ | ¢ or (p and X (p U ¥))"
(is "?1lhs = ?rhs")
proof
assume 7lhs
then obtain i
where psi_is: "suffix i £ | ¢"
and phi_is: "V j<i. suffix j £ E ¢" by auto

"Rechtfertigungen einer Aussage werden stets durch eine kleine Beweisskizze gegeben sein.



KAPITEL 4. ISABELLE/HOL

show 7rhs
proof (cases i)
assume "i = 0"
thus ?rhs using psi_is by auto
next
fix k
assume i_eq: "i = Suc k"
with phi_is have "¢ = ¢" by auto
moreover
have "¢ E X (¢ U ¢)" using psi_is phi_is i_eq by auto
ultimately show ?rhs by auto
qed
next
assume rhs: 7rhs
show 71lhs
proof (cases "¢ | ")

assume "¢ | "

then have "suffix 0 £ = ¢" by auto
moreover

have "V j<0. suffix j £ | ¢" by auto
ultimately

have "Ji. suffix i & = ¢
A (Vj<i. suffix j &€ = ©)" by blast
thus 71hs by auto
next
assume "— £ = "
then have phi_is: "¢ E ¢"
and "¢ &= X (¢ U ¥)" using rhs by auto
then obtain i
where psi_suc_is: "suffix (Suc i) £ = ¥"
and phi_suc_is: "V j<i. suffix (Suc j) £ E ¢" by auto
have "V j<(Suc i). suffix j & &= o"
proof (clarify)
fix j
assume j_less: "j<Suc i"
show "suffix j £ &= ¢"
proof (cases j)
assume "j = 0"
thus 7thesis using phi_is by auto



KAPITEL 4. ISABELLE/HOL 25

next
fix k
assume "j = Suc k"
thus 7thesis using j_less phi_suc_is by auto
qed
qged
thus 7lhs using psi_suc_is phi_is by auto
qed
qed

Im Wesentlichen handelt es sich bei diesem Beweisskript um eine Dekompositi-
on der urspriinglichen Aussage in mehrere kleinere Teilaussagen, die mit Hilfe
spezieller Methoden, wie etwa der Fallunterscheidung (cases), bewiesen werden.
Viele Beweisschritte lassen sich auch automatisch herleiten, sodass diese dann
nicht explizit ausgeschrieben werden miissen. Um die Lesbarkeit solcher Beweise
zu erhdhen, empfiehlt es sich jedoch, fiir das Verstdndnis entscheidende Zwischen-
schritte explizit auszuformulieren.

Das hier vorgestellt Beweisskript soll nur einen Eindruck vermitteln, wie Beweise
mit Isabelle/HOL angefertigt werden kénnen. Fiir ein tiefer gehendes Verstandnis
solcher Beweisskripte ist das Referenzhandbuch von Isabelle [11] hilfreich.



Kapitel 5

Isabelle-Implementierung des
Verfahrens

In diesem Kapitel stelle ich meine Implementierung des Verfahrens von Gerth et
al. [1] zur Konstruktion eines Biichi-Automaten aus einer LTL-Formel, wie es in
Kapitel 3 kurz skizziert wurde, vor. Im Zuge dessen gehe ich detailliert auf das
Verfahren ein und erldutere dessen Funktionsweise genau. Zunéchst stelle ich die
Datenstrukturen vor, die fiir die Konstruktion des Graphen (vgl. Abschnitt 3.1)
notwendig sind, um damit anschlieffend die Funktion, die den Graphen konstru-
iert, zu definieren. Daraufthin zeige ich, dass diese Funktion stets terminiert. Im
Anschluss gehe ich auf die Transformation des Graphen in einen LGBA ein und
zeige, dass dieser LGBA die entsprechenden Korrektheitseigenschaften erfiillt.

Die Implementierung des Verfahrens ist stets unter dem Aspekt der Codegene-
rierung zu betrachten, denn um Code aus einer Isabelle-Definition generieren zu
kénnen, miissen bestimmte Voraussetzungen (vgl. Kapitel 6) erfiillt werden.

5.1 Modellierung von LTL-Formeln

5.1.1 Syntax fiir LTL-Formeln

Um LTL-Formeln gemé&f Abschnitt 2.2 definieren zu kénnen, benétigt man zu-
néchst eine Repréisentation fiir Propositionen.

types
"prop" = string

26
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Dazu fiihre ich zunichst eine neue Typabkiirzung prop' ein. Eine Proposition
wird folglich durch einen String reprisentiert. Diese Wahl eignet sich gut fiir
die Zwecke der Codegenerierung. Das generierte Programm soll am Ende ausge-
fithrt werden konnen. Dazu muss die Eingabeformel des Benutzers, die als String
vorliegt, in einer geeigneten Art und Weise in die Isabelle-Représentation trans-
formiert werden (vgl. Abschnitt 6.4). Mit der Représentation der Propositionen
als String konnen diese direkt abgebildet werden.

Die LTL-Formeln selbst werden mit dem datatype-Package (vgl. Abschnitt 4.1.1)
implementiert.

datatype
frml = LTLTrue ("true")
LTLFalse ("false")
LTLProp "prop" ("prop’ (_2)™)
LTLNeg frml ("not _" [84] 84)

LTLOr frml frml (infixr "or" 82)
LTLNext frml ("X _" [84] 84)
LTLUntil frml frml (infixr "U" 81)

|
|
|
| LTLAnd frml frml (infixr "and" 83)
|
|
|
| LTLUDual frml frml (infixr "V" 80)

Somit erhdlt man einen neuen Typen frml, der gerade LTL-Formeln reprisen-
tiert. Die Notation in Klammern bietet eine Moglichkeit, fiir die Termkonstrukto-
ren eine alternative Schreibweise? festzulegen. Dabei ist das Zeichen _ ein Platz-
halter fiir die Argumente des jeweiligen Termkonstruktors. Statt etwa den Aus-
druck ,LTLOr LTLTrue LTLFalse” hin zuschreiben, kann man diesen auch in der
schoneren Syntax als ,true or false” notieren. Die Verwendung dieser schéne-
ren Schreibweise beschrinkt sich allerdings auf die Theoriedateien® von Isabelle.
Fiir die Codegenerierung hat sie keine Bedeutung (vgl. Kapitel 6).

Im Gegensatz zu Abschnitt 2.2 werden in der Definition der LTL-Formeln die
Formeln true, false, ,,» and %” und ,» V % nicht als Abkiirzungen, sondern
direkt als LTL-Formeln eingefiihrt. Dadurch hat man den Vorteil, dass Funktio-
nen auf LTL-Formeln fiir alle relevanten Fille mittels Pattern Matching definiert
werden kénnen (vgl. Abschnitt 5.1.2).

'Die Anfiihrungszeichen in der Definition miissen gesetzt werden, da das Wort prop bereits
an einer anderen Stelle verwendet wird.

2Das Symbol * schiitzt Zeichen in einer Syntaxdefinition, die standardmifig eine andere
Funktion haben.

3Definitionen und Beweise werden in Isabelle in Theoriedateien organisiert. Das Konzept
dhnelt dem modularen Aufbau von funktionalen Programmen.
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5.1.2 Semantik fiir LTL-Formeln

Um die Semantik fiir LTL-Formeln definieren zu kénnen, miissen w-Worter eben-
falls in Isabelle/HOL implementiert* werden. Ein w-Wort iiber dem Alphabet A
kann als eine Funktion von den natiirlichen Zahlen in die Menge A betrach-
tet werden. Die Isabelle/HOL-Implementierung fiir w-Worter sieht demnach wie
folgt aus:

types
’a word = nat = ’a

Das zugrunde liegende Alphabet A wird durch die Menge der Elemente des Typs
’a représentiert. Sei ein w-Wort w vom Typ ,,’a word” gegeben. Da es sich bei
w um eine Funktion auf den natiirlichen Zahlen handelt, liefert w(i)® gerade das
i-te Element von w. Das k-Suffix von w erhélt man durch die Funktion , An.
w(k+n)”, abgekiirzt durch ,suffix k w”.

Mit der folgenden Typdeklaration wird eine Interpretation geméif Abschnitt 2.2
modelliert.

types
interprt = "(prop set) word"

Eine Interpretation ist folglich ein w-Wort iiber dem Alphabet, das aus Mengen
von Propositionen besteht.

Um die Semantik zu definieren, verwende ich das function-Package (vgl. Ab-
schnitt 4.2). Dabei wird die Eingabeformel rekursiv in die logische Sprache von
HOL iibersetzt.

fun semantics :: "[interprt, frml] = bool" ("_ = _" [80,80] 80)
where
"¢ = true = True"
| "¢ = false = False"
| "¢ = prop(q) = (qe&(0))™
| "{ Enot p= (=& FE "
|

CEpad Y= koA E D

“Die Isabelle-Theorien iiber w-Wérter wurden zur Verfiigung gestellt von Stephan Merz.
SDer Ausdruck ”w(i) wird intern mit "w i identifiziert.
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"Epory=(EE@VEREDY

|

| "¢ =X ¢ = (suffix 1 & E )"

| "¢ = @ U = (3i. suffix i & | o A (Vi<i. suffix j & & @)"
| "¢ = @ V= (Vi. suffix i & | ¢ vV (3j<i. suffix j € & @))"

Die Funktion semantics ordnet einer Interpretation und einer LTL-Formel einen
Wahrheitswert zu. Dabei werden die linken Seiten obiger Gleichungen durch die
rechten Seiten definiert. Fiir die erste Gleichung gilt etwa, dass der Ausdruck
»& = true” dem Wahrheitswert True zugeordnet wird. Dabei ist dieser Ausdruck
nur eine andere Schreibweise fiir "semantics £ true”.

Die Semantik selbst ist exakt so definiert wie in Abschnitt 2.2. Die alternative
Syntax ermdglicht es dabei, sich auch optisch der Definition in Abschnitt 2.2
anzundhern. Fiir die neu hinzugekommenen Fille true, false, ,,o and %" und
»© V 17 die in Abschnitt 2.2 als Abkiirzungen eingefiihrt wurden, muss die Se-
mantik explizit definiert werden. Um die Tatsache zu untermauern, dass die hier
definierte Semantik tatséchlich der in Abschnitt 2.2 entspricht, bietet es sich
an, diese Behauptung fiir die Abkiirzungen formal nachzuweisen. Relativ einfach
einzusehen ist die semantische Identitét fiir true und false.

lemma 1tl_true_or_con:
shows "¢ = true «— ¢ | prop(p) or (not prop(p))"

lemma 1tl_false_true_con:
shows "¢ |= false «— ¢ = not true"

Die Giiltigkeit der beiden Gleichungen folgt direkt aus der Definition der Seman-
tik.

Der duale Zusammenhang zwischen , o or ©” und ., and ¢’ sowie zwischen
»¢ U " und o V 9" lasst sich ebenfalls relativ leicht verifizieren. Das erledigt
fiir die letztere Aussage das folgende Lemma:

lemma 1t1_UDual_Until_con:
shows "¢ = @ V) «—— = & = (not ¢) U (not )"

Um diese einfache Aussage zu zeigen, reicht es, sich die Definition der Semantik
anzuschauen. Durch einfache Umformungen auf der logischen Ebene von HOL
erhélt man dann die Aussage direkt.
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Die Konstruktion des Graphen aus Abschnitt 3.1 basiert auf der Beobachtung
aus Abschnitt 3.1.2; jede LTL-Formel semantisch dquivalent so umformulieren zu
kénnen, dass ein Teil dieser Formel unmittelbar und ein anderer Teil im néchsten
Zustand erfiillt ist. Diese Expansionsstrategie ist fiir Boolesche Operatoren und
den Next-Operator leicht nachvollziehbar. Fiir die Operatoren U und V lassen sich
folgende Identititen nachweisen:

lemma 1t1l_expand Until:
shows "¢ = o Ut «— & =1 or (¢ and X (@ U )"

lemma 1t1_expand_UDual:
shows "¢ = p VY «— £ = ¢ and (p or X (p V )"

Der Beweis des Lemmas 1t1_expand_UDual gestaltet sich einfach, wenn man
bereits 1t1_expand_Until gezeigt hat. Schlieflich kann man den dualen Bezug
von U und V verwenden, der in 1t1_UDual_Until_con hergeleitet wurde, um die
Aussage zu verifizieren. Um jedoch 1t1_expand_Until zu beweisenS, betrachtet
man die Definition der Semantik von ;0 U 9” und macht eine Fallunterscheidung
dariiber, ob ¢ unmittelbar erfiillt ist oder nicht.

5.1.3 Ubergang zur Negationsnormalform

Die Konstruktion des Graphen basiert auf der Annahme, dass die Eingabeformel
in Negationsnormalform vorliegt. Um eine LTL-Formel in Negationsnormalform
zu bringen, definiere ich folgende Funktion:

fun pushneg :: "frml = frml"

where

"pushneg true = true"

"pushneg false = false"

"pushneg prop(q) = prop(q)"

"pushneg (not true) = false"

"pushneg (not false) = true"

"pushneg (not prop(q)) = not prop(q)"

"pushneg (not (not v)) = pushneg "

"pushneg (not (v and p)) = pushneg (not v) or pushneg (not u)"
"pushneg (not (v or p)) = pushneg (not v) and pushneg (not pu)"
"pushneg (not (X v¢)) = X pushneg (not )"

®In Abschnitt 4.3 wird diese Aussage im Stile von Isabelle/HOL verifiziert.
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"pushneg (not (v U p)) = pushneg (not v) V pushneg (not p)"
"pushneg (not (v V p)) = pushneg (not v) U pushneg (not u)"
"pushneg (y and ) = (pushneg ) and (pushneg )"

"pushneg (¢ or ¥) = (pushneg ) or (pushneg ¥)"

"pushneg (X ¢) = X (pushneg ¢)"

"pushneg (¢ U ¢) = (pushneg ) U (pushneg )"

"pushneg (p V 1) (pushneg @) V (pushneg ¥)"

Die Funktion pushneg liefert Negationsnormalform: Um zu begriinden,
dass die durch die Funktion pushneg resultierende LTL-Formel tatséchlich in Ne-
gationsnormalform vorliegt, ist der Begriff der Teilformeln erforderlich, denn der
Definition 3.1.1 der Negationsnormalform nach muss man dazu sinngeméf jede
negierte Teilformel der urspriinglichen LTL-Formel betrachten. Dazu definiere ich
zunéchst induktiv die direkte Teilformel-Beziehung.

inductive is_subfrml_step :: "[frml, frml] = bool"
where

"is_subfrml_step ¢ (not )"
"is_subfrml_step ¢ (¢ and ¥Y)"
"is_subfrml_step ¥ (¢ and )"
"is_subfrml_step ¢ (p or )"
"is_subfrml_step ¥ (¢ or Y)"
"is_subfrml_step ¢ (X p)"
"is_subfrml_step ¢ (o U )"
"is_subfrml_step ¥ (p U )"
"is_subfrml_step ¢ (¢ V )"
"is_subfrml_step ¥ (p V )"

Die Formel ¢ steht zu ¢ in der direkten Teilformel-Beziehung, falls die Aussa-
ge ,is_subfrml_step ¢ " erfiillt ist. Der reflexiv-transitive Abschluss dieser
Beziehung liefert schlieflich die allgemeine Teilformel-Beziehung.

abbreviation

is_subfrml :: "[frml, frml] = bool" (infixr "is’_subfrml" 80)
where

" is_subfrml(p) = is_subfrml_step™™ ¢ "

Fiir ein zweistelliges Pradikat ,p :: [’a, ’al => bool” erhélt man durch p**
gerade den reflexiv-transitiven Abschluss von p, d. h. es gilt:
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* %k

e p** x x fiir alle x des Typs ’a’;

e wenn p** x y und p y z erfiillt ist, dann auch p** x =z.

Mit ;¢ is_subfrml(p)” wird die Aussage, dass ¢ eine Teilformel von ¢ ist, for-
muliert. Das nachfolgende Theorem zeigt schliefslich, dass die Funktion pushneg
tatsédchlich eine LTL-Formel in Negationsnormalform liefert.

theorem pushneg_struct:
assumes "(not ) is_subfrml(pushneg )"
shows "dq. 9 = prop(q)"

Um dieses Theorem zu beweisen, kann man wie folgt vorgehen. Zunéchst zeigt
man per Induktion iiber die Struktur von ¢ das folgende Lemma:

lemma pushneg_neg_struct:
assumes "pushneg ¢ = not ¢¥"
shows "dq. 9 = prop(q)"

Dieses besagt, dass, wenn eine durch pushneg transformierte Formel mit einem
Negationszeichen beginnt, diese Formel dann eine negierte Proposition sein muss.
Andererseits zeigt man, dass eine Teilformel einer durch pushneg transformierten
Formel wiederum eine solche Form besitzen muss.

lemma subformula_on_pushneg:
assumes "1y is_subfrml(pushneg ¢)"
shows "Ju. ¢ = pushneg p"

Dieses Lemma zeigt man ebenfalls induktiv {iber ¢. Mit diesen zwei Aussagen
folgert man dann das Theorem direkt.

Die Funktion pushneg erhilt die Semantik: Wie das folgende Theorem
zeigt, bleibt unter der pushneg-Transformation die semantische Bedeutung der
Eingabeformel erhalten.

"Hier ist ’a eine Typvariable, an deren Stelle ein beliebiger Typ stehen kann (vgl. Abschnitt
4.1).
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theorem pushneg_equiv:
shows "¢ = ¢ «— ¢ = pushneg ¢"

Diese wichtige Aussage lésst sich relativ einfach, per Induktion iiber ¢ nachwei-
sen.

Mit pushneg existiert also eine Funktion, die eine beliebige LTL-Formel in eine
LTL-Formel in Negationsnormalform iiberfiihrt, die dabei die gleiche Semantik
besitzt wie die urspriingliche Formel.

Unter dem Agpekt der Transformation stellt sich die Frage, wie grofs die generierte
Ausgabeformel gegeniiber der Eingabe ist. Wenn die Ausgabeformel gegeniiber
der Eingabe etwa exponentiell anwachsen wiirde, so kénnte man den Sinn und
Zweck dieser Transformation in Frage stellen. Gliicklicherweise ist das nicht der
Fall, da sich eine obere Schranke fiir die Grofe der Formel wie folgt angeben lisst:

theorem pushneg_size_lin:
shows "size (pushneg ¢) < 2 * size "

Somit ist die Ausgabe von pushneg hdchstens zwei mal so grok® wie die Eingabe-
formel. Um diese Aussage zu verifizieren, kann man die Eigenschaft verwenden,
dass pushneg die Anzahl der logischen Operatoren, das Negationszeichen ausge-
nommen, nicht verdndert. Wenn nun diese gerade konstant bleibt und das Hin-
einziehen des Negationszeichens bewirkt, dass es schlieflich vor jeder Proposition
der urspriinglichen Formel auftaucht, so kann man folgern, dass sich die transfor-
mierte Formel hochstens um die Anzahl der Propositionen vergréfert hat. Damit
folgt die eigentliche Behauptung direkt.

5.2 Graphenkonstruktion

Das Verfahren aus Kapitel 3, das es nun zu implementieren gilt, erfordert, dass
die Eingabeformel in Negationsnormalform vorliegt. In 5.1.3 habe ich gezeigt,
dass jede beliebige LTL-Formel mit Hilfe von pushneg in eine LTL-Formel in Ne-
gationsnormalform iiberfithrt werden kann. Unter diesem Aspekt liegt es nahe,
die Implementierung so festzulegen, dass die Eingabeformel vor der Verarbei-
tung durch das Verfahren von pushneg transformiert wird. Das Verfahren selbst
wird iiber der Struktur der LTL-Formeln definiert. Da nun sich die Struktur der

®Die Funktion size z#hlt alle logischen Symbole, die in einer LTL-Formel enthalten sind.
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LTL-Formeln, so wie in Abschnitt 3.1.1 beschrieben, beim Ubergang in die Ne-
gationsnormalform &ndert, erscheint es unpraktisch, die datatype-Definition aus
Abschnitt 5.1 zu verwenden. Angenommen man mdéchte mit dieser datatype-
Definition eine Funktion iiber der Struktur von LTL-Formeln in Negationsnor-
malform definieren, etwa eine Funktion, die die Anzahl der Literale? zihlt. So
konnte die Funktionsdefinition aussehen:

fun leafcnt :: "frml = nat"

where

"leafcnt true = 1"

"leafcnt false = 1"

"leafcnt prop(q) = 1"

"leafcnt (not @) = leafcnt "

"leafcnt (p and ¥) = (leafcnt @) + (leafcnt )"
"leafcnt (@ or ) = (leafcnt ¢) + (leafcnt Y)"
"leafcnt (X ¢) = leafcnt "

"leafcnt (¢ U ) = (leafcnt ¢) + (leafcnt )"
"leafcnt (¢ V ¢) = (leafcnt ¢) + (leafcnt )"

Die Definition an sich ist unproblematisch. Nur, wenn man davon ausgehen kénn-
te, dass der Funktion leafcnt als Eingabe nur LTL-Formeln in Negationsnormal-
form iibergeben werden, wiirde sich der allgemeine Negationsfall ,not ¢” auf den
speziellen Negationsfall ,not prop(q)” reduzieren lagsen. In obiger Funktionsde-
finition ist das jedoch nicht mdoglich, da es keinerlei Information dariiber gibt,
dass die Eingabeformel in Negationsnormalform vorliegt.

Um dieses Problem zu umgehen, habe ich mich entschieden, fiir LTL-Formeln in
Negationsnormalform einen eigenen Datentyp'® zu definieren.

5.2.1 LTL-Formeln in Negationsnormalform

Die Datentypdefinition fiir LTL-Formeln in Negationsnormalform sieht wie folgt
aus:

datatype
frml = LTLTrue_n ("true,")

Ein Literal ist eine Proposition, die LTL-Formel true oder die LTL-Formel false.
Damit sind die Betrachtungen aus Abschnitt 5.1 zunéchst irrelevant, werden aber in Kapitel
6 wieder aufgegriffen.
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| LTLFalse_n ("false,")

| LTLProp_n "prop" ("prop,’ (_2)™)

| LTLNProp_n "prop" ("nprop,’ (_°)")

| LTLAnd_n frml frml (infixr "and,," 83)
| LTLOr_n frml frml (infixr "or," 82)
| LTLNext_n frml ("X, _" [84] 84)
| LTLUntil_n frml frml (infixr "U," 81)

|

LTLUntilDual_n frml frml (infixr "V," 80)

Das Subskript , in der Syntax und das _n an den Konstruktoren sollen die
Negationsnormalform andeuten. Wie bereits erwdhnt, unterscheidet sich diese
datatype-Definition von der in Abschnitt 5.1 dadurch, dass es nur negierte Pro-
positionen statt negierten LTL-Formeln gibt.

5.2.2 Zustandsreprisentation

Fiir den Graphen, der geméf Abschnitt 3.1 konstruiert wird, ist eine entsprechen-
de Reprisentation erforderlich. Hier wird der Graph als eine Liste von Zustédnden
modelliert, dessen Transitionen in den Zusténden gespeichert sind. Jeder Zustand
q hat dazu einen eindeutigen Namen sowie ein Feld, in dem alle Namen der Zu-
stdnde enthalten sind, von denen eine Kante zu ¢ fiihrt. Zustandsnamen werden
durch natiirliche Zahlen modelliert.

types
node_name = nat

Diese Reprisentation bietet sich deswegen an, weil man damit relativ einfach neue
Zustandsnamen generieren kann und weil man nie in die Verlegenheit kommen
kann, nicht mehr geniigend freie Zustandsnamen zur Verfiigung zu haben. Ein
Zustand hat folgende Darstellung:

record node =

name :: node_name
incoming :: "node_name list"
old :: "frml list"

"next" :: "frml list"
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Neben den zwei bereits angedeuteten Feldern name und incoming hat ein Zustand
zwei weitere Felder 01d und next. Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, wird die Ein-
gabeformel rekursiv in den Teil, der unmittelbar gilt, und in den Teil, der im n#ch-
sten Zustand erfiillt sein muss, zerlegt. Im Feld next werden gerade die Formeln
abgelegt, die im néchsten Zustand erfiillt sein miissen, wihrend in old alle For-
meln abgelegt werden, die im Zuge des Zerlegungsprozesses in Betracht gezogen
wurden. Demzufolge werden in 0ld u. a. die (negierten) Propositionen abgelegt,
die unmittelbar erfiillt sein miissen bzw. nicht erfiillt sein diirfen. Tatsachlich ist
es so, dass die Expansionsstrategie, naiv angewendet, ggf. unendlich oft ausge-
fithrt werden muss. Wenn man etwa die Identitit £ F ¢Uy = £ E V(o AX(pUr))
gemih Lemma 1tl_expand_Until genauer untersucht, so muss die Formel ¢Uw
unter bestimmten Voraussetzungen sowohl fiir den aktuellen als auch fiir den
néchsten Zustand erfiillt sein. Dadurch konnte der Fall eintreten, dass man stets
den gleichen Zerlegungsprozess durchfiihrt und somit unendlich viele gleiche Zu-
stdnde generiert. Um dies zu verhindern, wird ein Protokoll des Zerlegungspro-
zesses gefiihrt, in dem die zerlegten Formeln entsprechend in die Felder old und
next abgelegt werden. Folglich hat jeder fertiggestellter Zustand, eine Historie in
sich gespeichert, wie er aus der Eingabeformel hervorging. Trifft es nun zu, dass
man wahrend der Verarbeitung den exakt gleichen Zerlegungsprozess wie bei ei-
nem bereits fertiggestellten Zustand durchgeht, so identifiziert man den aktuellen
Zustand mit dem bereits konstruierten, anstatt ihn neu zu erzeugen.

5.2.3 Verfahrensdefinition

Die Definition der Funktion, die den Graphen konstruiert, ist unterteilt in die
Funktion expand, die die Expansionsstrategie implementiert, und create_graph,
die expand mit speziellen Startwerten, insbesondere mit der Eingabeformel, auf-
ruft.

5.2.3.1 Reprisentation der Argumente

Die Funktion expand besitzt als Argument ein Paar bestehend aus einer Formel-
liste £s und einem Zustand n. Die Idee ist, in fs die Formeln zu speichern, die
noch verarbeitet werden miissen, wihrend n den aktuellen Automatenzustand re-
prasentiert, der wiahrend der Verarbeitung sukzessive konstruiert wird. Zu Beginn
besteht f£s nur aus der Eingabeformel. Hat die Eingabeformel etwa die Gestalt
¢ A, dann kénnte sowohl ¢ als auch 1 eine Aussage beinhalten, die den ak-
tuellen Zustand betrifft. Aus diesem Grund miissen beide Formeln bzgl. ihrer
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Struktur analysiert, in die Formelliste eingefiigt und von expand rekursiv weiter-
verarbeitet werden. Gleichzeitig wird die Eingabeformel als verarbeitet betrach-
tet. Angenommen die Eingabeformel hat die Gestalt X¢, so wird die Formel ¢
fiir den néchsten Zustand vorgemerkt. Auf den aktuellen Zustand hat die Formel
X¢ keinen Einfluss, muss demnach auch nicht in die Formelliste des Arguments
eingefiigt werden.

Die Repriasentation fiir das Paar-Argument von expand ist wie folgt definiert:

types
cnode = "frml list * node"

Die erste Komponente vom Typ ,,frml 1ist” wird als new-Komponente (vgl. Ab-
schnitt 3.1.2) bezeichnet, um anzudeuten, dass es sich dabei um Formeln handelt,
die noch zu verarbeiten sind. Die zweite Komponente heilt node-Komponente
und modelliert den Zustand, der wihrend der rekursiven Verarbeitung der Ein-
gabeformel sukzessive konstruiert wird. Dieser Zustand gilt dann als fertiggestellt,
wenn die Formelliste leer ist, also keine zu analysierende Formeln mehr enthélt.
Folgende zwei Abkiirzungen stellen sicher, dass die beiden Bezeichner new und
node entsprechend definiert sind.

abbreviation new :: "cnode = frml list"
where

"new = fst"
abbreviation node :: "cnode = node"
where

"node = snd"

Diese zwei Abkiirzungen verwenden die bereits vordefinierten Funktion fst und
snd, die jeweils die erste bzw. die zweite Komponente eines Paares liefern. Diese
Vorgehensweise dhnelt dem records-Konzept aus Abschnitt 4.1.2. Folglich liefe
sich cnode auch als Record darstellen. Der Vorteil der Paar-Reprisentation von
cnode (vgl. Abschnitt 5.2.4) besteht jedoch darin, dass man bei Funktionsdefini-
tionen auf Argumenten des Typs cnode Pattern Matching verwenden kann.

5.2.3.2 Hilfsfunktionen

Die Expansionsstrategie fiir Formeln der Form pU, pVi und pV erzeugt unter
Umsténden eine Verzweigung. Ausgehend von p V 1) ist es klar, dass es so sein



KAPITEL 5. ISABELLE-IMPLEMENTIERUNG DES VERFAHRENS 38

muss, da der von expand konstruierte Graph gerade die Pfade modellieren soll,
auf denen die Eingabeformel erfiillt ist. Hat die Eingabeformel nun die Gestalt
1V 1, so miissen sowohl Pfade fiir p als auch fiir ¢ analysiert werden. Wenn
nicht gerade p und v identisch sind oder mindestens eine der beiden Formeln
unerfiillbar ist, liegt es nahe, zwei verschiedene Zustidnde erzeugen zu miissen.
Die Expansionsstrategie fiir die anderen Félle liefert die Identititen & F pUy =
EE YV (uAXpUy)) baw. £ E uVy = £ F o A (p VvV X(uVe)), die ebenfalls
eine Oder-Aussage beinhaltet. Letztere entspricht mittels logischer Umformung
folgender Aquivalenz:

EE N =EE (P APV (¢ AX(EVY))

Analog zum Fall der Disjunktion miissen fiir den V-Fall ggf. auch zwei Zustinde
generiert werden, nur diesmal fiir die Formeln 1 A g und ¥ A X(uVe)). Auf diese
Weise extrahieren die folgenden Hilfsfunktionen (vgl. Abschnitt 3.1.2) fiir die
Fille pUvy, pV und p Vv ¢ die notwendigen Information, um eine Verzweigung
des Graphen einzuleiten.

fun newl :: "frml = frml list"
where
"newl (pu U, ¢) = [pl"
| "newl (u V, ¥) = [¢]1"
| "newl (i or, ) Cpd”

fun new2 :: "frml = frml list"
where

"new2 (u U, v) = [YI"

| "new2 (u V, ¥) = [u, 1"
| "new2 (u or, v¥) = [YI"
fun nextl :: "frml = frml list"
where

"nextl (u U, ¥) = [u U, 1"
| "nextl (u V, ¥) = [p V, 1"
| "nextl (u or, ) = [1"
fun neg :: "frml = frml"

where
"neg prop,(q) = nprop,(q)"
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| "neg nprop,(q) = prop,(q)"

Die Funktionen newl und nextl berechnen gemif der Expansionsstrategie fiir
den ersten Teil der Disjunktion die Formeln, die noch im aktuellen Zustand zu
analysieren sind, und die Formeln, die im néchsten Zustand analysiert werden.
Im Falle von puViy erhélt man gerade aus dem rechten Disjunktionsglied von
( A p) V(¢ AX(uVe)) die Forderung, ¢ im aktuellen und pVip im néchsten
Zustand analysieren zu miissen. Die Funktion new2 liefert analog die Formeln
fiir den zweiten Teil der Disjunktion. Fiir uV hat man also die Forderung,
dass sowohl ¢ als auch p im aktuellen Zustand noch zu analysieren sind. Eine
Funktion next2 ist dabei nicht erforderlich, da der zweite Teil der Disjunktion
keine explizite Aussage iiber den néchsten Zustand beinhaltet.

Es fillt auf, dass die Hilfsfunktionen zwar als Argument eine beliebige LTL-
Formel in Negationsnormalform akzeptieren, jedoch nur auf einigen wenigen Fal-
len davon definiert sind. Isabelle handhabt das so, dass, wenn etwa newl auf

7

true, angewendet wird, die durch ,newl true,” resultierende LTL-Formel ein-
fach nicht bekannt ist. Folglich kann man fiir ,newl true,” keinerlei Eigenschaf-
ten nachweisen, die fiir LTL-Formeln in der Regel gelten. Ubertrigt man diese
Hilfsfunktionen mittels Codegenerierung in eine funktionale Programmierspra-
che wie OCaml [14] und kompiliert anschliekend den resultierenden Quellcode,
so erhilt man Hinweise!! darauf, dass die Hilfsfunktionen auf bestimmten Wer-
ten nicht definiert sind. Doch gerade diese Hinweise kdnnen ignoriert werden,
wenn innerhalb von Isabelle nachgewiesen werden kann, dass diese Funktionen
nie auf Formeln angewandt werden, auf denen sie nicht definiert sind. Dies ge-
schieht hier dadurch, indem die Korrektheit der Konstruktion in Abschnitt 5.3.3

nachgewiesen wird.

Die Funktion expand verwendet die Hilfsfunktion upd_nds. Diese ist wie folgt
definiert:

definition upd_nds
where
"upd_nds P ns n
= map (Ax. if P n x then
x( incoming := remdups((incoming n)@(incoming x)) |
else x) ns"

"Solche Hinweise (this pattern-matching is not exhaustive) beklagen sinngemif die fehlende
Vollstéandigkeit des Pattern Matchings.
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Abbildung 5.1: Identifikation von Zustinden

Die Funktion upd_nds aktualisiert das incoming-Feld bereits konstruierter Kno-
ten, die eine bestimme Bedingung P erfiillen. Dabei ist diese Bedingung in der
Definition von expand gerade so gewdhlt, dass upd_nds genau die Zustinde aus
ns aktualisiert, die die gleiche Historie wie n besitzen, d. h. deren 0ld- und
next-Felder mit denen von n tbereinstimmen. Trifft diese Bedingung auf einen
Zustand aus ns zu, so ist dieser in gewisser Hinsicht gleich zu n, da dieser aus
einer LTL-Formel hervorgegangen ist, die zu der LTL-Formel, aus der n hervor-
ging, semantisch gleich sein muss. Nichtsdestotrotz konnen sich beide Zustidnde
im incoming-Feld unterscheiden. Um die Transitionen, die zu n fithren, nicht zu
verlieren, ist die Zusammenfiihrung der incoming-Felder von n und des bereits
existierenden Zustandes notwendig. Wie im Beispiel aus Abbildung 5.1 angedeu-
tet, wird ein fertig konstruierter Zustand, der wie oben beschrieben zu einem
anderen bereits konstruierten Zustand gleich ist, nicht neu erzeugt, sondern mit
diesem identifiziert. Die eingehende Kante wird dabei entsprechend umgebogen.

5.2.3.3 Eindeutigkeit von Namen

Die Transitionen des konstruierten Graphen werden dadurch beschrieben, dass
ein Zustandsname des Zustands, von dem die Transition ausgeht, im incoming-
Feld des eingehenden Zustands abgelegt wird. Dafiir ist es erforderlich, jeden
Zustand anhand seines Namens eindeutig identifizieren zu kénnen. Ein Zustand
gilt auferdem als Startzustand, falls der ausgezeichnete Name init, der mit keinem
Zustandsnamen identisch sein sollte, im incoming-Feld des Zustandes enthalten
ist. Zustandsnamen werden hier durch natiirliche Zahlen représentiert. Deshalb
bietet es sich an, init wie folgt zu definieren:

constdefs
init :: node_name "init = O"
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Demzufolge wird die Konstante init vom Typ node_name mit 0 identifiziert.
Die Funktion, die den Graphen konstruiert, muss dabei sicherstellen, dass alle
vergebenen Zustandsnamen ungleich 0 sind.

Die Konstruktion des Graphen erfolgt schrittweise. Folglich 1asst sich die Zutei-
lung von Zustandsnamen ebenfalls schrittweise realisieren. Jedes mal wenn ein
Zustand fertiggestellt wird und die Verarbeitung eines neuen Zustands beginnt,
reicht es aus, den Zustandsnamen des fertiggestellten Zustands um 1 zu erhdhen,
um so einen neuen Namen fiir den neuen Zustand zu generieren.

abbreviation new_name :: "node = node_name"
where
"new_name n = Suc (name n)"

Die Funktion new_name erzeugt gerade ausgehend von einem Zustand einen neuen
Namen. Da die Zuteilung von Namen sukzessive erfolgt, ist die Eindeutigkeit
dieser Zustandsnamen gewahrleistet.

Schliefslich wird es erforderlich sein, ausgehend von einem rekursiven Aufruf den
néchsten freien Zustandsnamen zu ermitteln. Das geschieht hier dadurch, indem
der Riickgabewert von expand um so einen Namen erweitert wird.

record expand_rslt =
nextname :: node_name
nodes :: "node list"

Neben der eigentlichen Ausgabe, der Liste von Zustédnden, liefert expand nun
zusatzlich den nichsten freien Zustandsnamen zuriick.

5.2.3.4 Implementierung

Im Folgenden stelle ich die Implementierung von expand vor. Um auf jeden einzel-
nen Fall separat eingehen zu kénnen, werde ich die Fille, die sich aus dem Pattern
Matching auf dem Paar-Argument (vgl. Abschnitt 5.2.3.1) ergeben, getrennt von
einander betrachten.

function (sequential) expand :: "[cnode, node list] = expand_rslt"
where
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Die Funktionsdefinition wird mit dem Schliisselwort function gefolgt von ei-
ner Reihe in Klammern festgelegter Optionen eingeleitet. Hier verwende ich die
Option sequential, die es ermoglicht, Pattern Matching im Sinne funktionaler
Programmiersprachen zu benutzen.'? Der festgelegte Typ von expand besagt,
dass expand eine Funktion mit zwei Argumenten ist, die einen Wert vom Typ
expand_rslt zuriick gibt. Beim ersten Argument handelt es sich um ein Paar
bestehend aus einer new- und einer node-Komponente, so wie in Abschnitt 5.2.3
beschrieben. Das zweite Argument ist die Ausgabeliste, die von Aufruf zu Aufruf
durchgegeben und ggf. erweitert wird, um sie schlieflich, sobald die Berechnung
stoppt, auszugeben.

Der erste Fall der Funktionsdefinition von expand ist durch die Bedingung gege-
ben, dass die new-Komponente des ersten Arguments leer ist.

"expand ([], n) ns
= (if (dnd€set ns. set (old nd) = set (old n) A
set (next nd) = set (next n))
then ( nextname = name n,
nodes = upd_nds (An nd. set (old nd) = set (old n) A
set (next nd) = set (next n)) ns n |
else expand (next n,
(name = new_name n,
incoming = [name n],
old = [1,
next = [1))) (n#ns))"

Da das zweite Argument ns die bereits fertiggestellten Zustédnde enthilt, priift die
if-Bedingung, ob dort ein Zustand mit der gleichen Historie wie die des gerade
fertig konstruierten Zustandes n existiert. Die Historie eines Zustandes wird in
dessen 0ld- und next-Feldern kodiert. Ist die if-Bedingung erfiillt, so wird der
Zustand n mit dem iibereinstimmenden Zustand mittels upd_nds (vgl. Abschnitt
5.2.3.2) identifiziert, andernfalls wird die Analyse weitergefithrt. Zwar ist die
new-Komponente leer, d. h. der Analysevorgang fiir den aktuellen Zustand ist
abgeschlossen, das next-Feld des Zustandes n enthilt jedoch ggf. zu analysierende
Formeln. Folglich muss der Analysevorgang fiir den nichsten Zustand initiiert
werden. Dazu wird expand rekursiv aufgerufen. Die new-Komponente des ersten
Arguments enthélt gerade die Formeln, die im n#chsten Zustand zu analysieren
sind, also die Formeln aus next n. Der Zustand, mit dem die Berechnung beginnt,
besitzt einen noch unbenutzten Namen ,new_name n” (vgl. Abschnitt 5.2.3.3)
sowie eine von n eingehende Kante. Diese Kante wird dadurch reprisentiert, dass

2Darauf werde ich im letzten Fall der expand-Definition niher eingehen.
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der Name von n im incoming-Feld des neuen Zustandes abgelegt wird. Die Felder
0ld und next sind folgerichtig leer, da dort erst Formeln abgelegt werden, wenn
sie der new-Komponente entnommen und entsprechend verarbeitet wurden. Das
zweite Argument vergrofiert sich um den Zustand n, da dieser Zustand nun als
fertiggestellt gilt.

In den néchsten beiden Fillen besteht die Situation, in der eine (negierte) Pro-
position analysiert werden muss.

| "expand (prop.,(q)#fs, n) ns
= (if neg prop,(q) € set (old n) then (| nextname = name n, nodes = ns |
else expand (fs,
n( old := [p«[prop,(q)]. ¢ ¢ set(old n)] @ old n |)) ns)"
"expand (nprop,(q)#fs, n) ns
= (if neg nprop,(q) € set (old n) then ( nextname = name n, nodes = ns |
else expand (fs,
n( old := [« [nprop,(q)]. ¢ ¢ set(old n)] @ old n |)) ns)"

In beiden Fillen wird eine Uberpriifung, ob die Negation der (negierten) Pro-
position in dem old-Feld von n enthalten ist oder nicht, durchgefiihrt. Da im
old-Feld von n gerade alle bisher verarbeiteten Formeln abgelegt werden, also
u. a. die Propositionen, die im aktuellen Zustand erfillt sein miissen, lasst sich
so ein einfacher Konsistenztest realisieren. Wenn sowohl die (negierte) Propositi-
on als auch die Negation davon in einem Zustand gleichzeitig erfiillt sein miissen,
fiihrt dies dazu, dass dieser Zustand widerspriichlich ist. Dieser inkonsistente Zu-
stand sowie dessen Folgezustinde miissen nicht betrachtet werden, da sonst der
so konstruierte Graph Pfade besitzen wiirde, fiir die kein Modell einer erfiill-
baren Formel existieren konnte. Trifft die if-Bedingung nicht zu, so wird der
Analysevorgang rekursiv fiir die Restliste s fortgefithrt. Zusétzlich wird die (ne-
gierte) Proposition in das old-Feld des aktuellen Zustands aufgenommen, falls
diese nicht schon darin enthalten ist.

Der niachste Fall betrifft die LTL-Formel T.

| "expand (true,#fs, n) ns
= expand (fs, n( old := [p«[true,]. ¢ ¢ set(old n)] @ old n |)) ns"

Die LTL-Formel T stellt keinerlei Forderungen an den aktuellen Zustand, da sie
bekanntlich stets erfiillt ist. Folglich kann sie aus der new-Komponente entfernt
werden, um rekursiv den Analysevorgang fort zu fiihren.

Der néachste Fall betrifft die LTL-Formel L.
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"expand (false,#fs, n) ns
= (| nextname = name n, nodes = ns |)"

In diesem Fall hat man erneut eine Forderung fiir den aktuellen Zustand, die
nie erfiillt werden kann. Folglich miissen keinerlei Anstrengungen unternommen
werden, um diesen Zustand weiter zu verarbeiten.

Im né&chsten Fall wird eine Konjunktion betrachtet.

| "expand (u and, Y#fs, n) ns
= expand ([p—[p,¥]. ¢ ¢ set (fs@old n)] @ fs,
n( old := [p«[u and, ¥]. ¢ ¢ set(old n)] @ old n |)) ns"

Sowohl das linke als auch das rechte Konjunktionsglied kénnten Aussagen iiber
den aktuellen und iiber den nichsten Zustand beinhalten. Folglich miissen diese
rekursiv weiterverarbeitet werden, falls dies nicht bereits vorher geschehen ist.
Dazu werden beide LTL-Formeln in die new-Komponente des rekursiven Argu-
ments abgelegt.

Der nachste Fall betrifft die Next-Formel.

| "expand (X, p#fs, n) ns
= expand (fs,
n( old := [p—I[X, ul. ¢ ¢ set(old n)] @ old n,
next := [p—[ul. ¢ ¢ set(next n)] @ next nf)) ns"

Dieser Fall tragt nichts zum aktuellen Zustand bei. Folglich kann die Next-Formel
aus der new-Komponente komplett entfernt werden. Dagegen muss die Formel p
im néchsten Zustand erfiillt sein und wird folgerichtig in das next-Feld eingefiigt.

Die restlichen drei Fille Disjunktion, Until und Release werden durch einen ge-
meinsamen letzten Fall verarbeitet. Hierfiir sind die drei bereits definierten Hilfs-
funktionen newl, new2 und nextl erforderlich. Ebenfalls zum Einsatz kommt
verschachtelte Rekursion.

| "expand (f#fs, n) ns
= (let rslt
= expand ([p<newl f. ¢ ¢ set (fs@old n)] @ fs,

n( old := [p<I[f]. ¢ ¢ set(old n)] @ old n,

next := [p<mnextl f. ¢ ¢ set (next n)] @ next n |)) ns
in expand ([p+«new2 f. ¢ ¢ set (fs@old n)] @ fs,
n( name := nextname rslt,
old := [p<—[£f]. ¢ ¢ set(old n)] @ old n |)) (nodes rslt))"
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Wie bereits erwdhnt, muss in diesem Fall ggf. eine Verzweigung konstruiert wer-
den. Die Idee ist nahe verwandt mit dem ,Divide & Conquer”-Prinzip, welches
ein Problem in mehrere kleinere Probleme aufteilt, die kleineren Probleme 16st
und die berechneten Lésungen auf eine gewissen Art und Weise zu einer Gesamt-
16sung zusammenfiigt. Im Falle der Disjunktion wahlt das Verfahren das linke
Glied der Disjunktion und berechnet die Losung fiir diese Teilformel. Von dieser
Teillésung aus, die durch den inneren Aufruf berechnet wird, geht das Verfahren
sinngemdfs wieder an die urspriingliche Stelle des Graphen zuriick und vervoll-
stdndigt den Graphen bzgl. des rechten Glieds der Disjunktion durch den &ufteren
Aufruf von expand. Ausgehend von der bereits vorgestellten Expansionsstrategie
verwendet das Verfahren die Eigenschaft, dass sich die Formeln pyU bzw. uVi
zu den Disjunktionen ¢ V (u A X(pU)) bzw. (¢ A p) V (¢ A X(uVe))) umformen
lassen. Die Konstruktion des Graphen fiir die Formeln pUw bzw. uVe¢ kann so
auf die Konstruktion bzgl. einer Disjunktion zuriickgefiihrt werden. Da die Struk-
tur dieser Umformungen im Vorfeld bekannt ist, wird die Aufteilung in new und
next an dieser Stelle explizit vorgenommen. Genau diese Aufteilung wird mit
den Hilfsfunktionen newl, new2 und next1 realisiert.

Ausgehend von der rekursiven Funktion expand folgt nun die Definition der Funk-
tion create_graph.

abbreviation start_node
where
"start_node ¢ = ([y], ( name = 1,
incoming = [init],

old = [],
next = [J )"
definition create_graph :: "frml = node list"

where
"create_graph ¢ = nodes (expand (start_node ¢) [])"

Die Funktion create_graph ruft die Funktion expand mit Startwerten auf. Die
new-Komponente des ersten Arguments enthilt nur die Eingabeformel ¢. Die
Felder 0ld und next der node-Komponente enthalten keine Formeln, da zum
Zeitpunkt des Aufrufs die Eingabeformel noch nicht verarbeitet wurde. Das
incoming-Feld enthdlt den Namen init, um festzulegen, dass die Konstrukti-
on des Graphen mit einem Startzustand beginnt. Das zweite Argument, das die
Liste der fertiggestellten Zustdnde reprisentiert, ist zu Beginn leer. Der Zustands-
name des Startzustands ist gerade so gewidhlt, dass er mit init nicht kollidiert.
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Da alle nachfolgend zugeteilten Zustandsnamen sukzessive ermittelt werden, sind
auch diese zu init verschieden.

5.2.3.5 Induzierter Graph

Sei ns das Ergebnis von create_graph . Die Funktion create_graph definiert
einen Graphen (V,A) im Sinne von Kapitel 3 wie folgt:

e V = set ns;

e A(n) = set [n’<ns. name n’ € set (incoming n)].

5.2.4 Konstruktiver Vergleich

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit dem Vergleich der Graphenkonstruktion
aus Abschnitt 3.1.2 gemaf Gerth et al. [1] und meiner Implementierung dieses
Verfahrens gemifs Abschnitt 5.2.3.

Der Algorithmus zur Konstruktion des Graphen aus einer LTL-Formel nach Gerth
et al. [1] aus Abbildung 3.3 liegt in Pseudo-Code vor. Folglich kann ein konstrukti-
ver Vergleich gegeniiber einer Implementierung des Verfahrens nur bedingt vorge-
nommen werden, da Pseudo-Code-Konstrukte in der Regel (absichtlich) allgemein
gehalten werden. Deswegen sind die Unterschiede gegeniiber meiner Implemen-
tierung in den meisten Fillen technischer Natur.

Bereits die Zustandsreprisentation (Abbildung 3.3, Zeile 1-2) unterscheidet sich
technisch bedingt von der Implementierung. Um Pattern Matching auf dem Ein-
gabeargument von expand zu ermdglichen, habe ich das new-Feld von der Zu-
standsreprisentation abgekoppelt (vgl. Abschnitt 5.2.3.1). Die einzige nichttech-
nische Anderung in diesem Zusammenhang ist der Wegfall des Father-Feldes.
Urspriinglich verwendet die Beweisidee von Gerth et al. [1| dieses Feld, um be-
stimmte Korrektheitseigenschaften (im Wesentlichen Lemma 4.5 aus Abschnitt
5.3.3.4 und Lemma 4.7 aus Abschnitt 5.3.3.4) herzuleiten. Da diese Eigenschaf-
ten jedoch auch ohne die Argumentation mit Hilfe des Father-Feldes bewiesen
werden konnen, ist die Notwendigkeit dieses zu modellieren, nicht mehr vorhan-
den. Ebenfalls unterscheidet sich die Représentation der Bezeichner. Wahrend
der Pseudo-Code diese als Strings modelliert, verwende ich natiirliche Zahlen als
Namensreprisentation.

Ebenfalls technisch bedingt werden Mengen durch Listen représentiert. Aus der
Isabelle-Spezifikation des Verfahrens geméf Abschnitt 5.2.3 soll Code generiert



KAPITEL 5. ISABELLE-IMPLEMENTIERUNG DES VERFAHRENS 47

(vgl. Kapitel 6) werden. Da der Codegenerator von Isabelle Mengen nicht direkt
in eine funktionale Sprache abbilden kann, ist es erforderlich, eine Représentation
zu wéhlen, bei der dies mdglich ist.

Die Implementierung des Verfahrens selbst unterscheidet sich prinzipiell kaum
von der urspriinglichen Vorlage. Die Rolle des obersten if-then-else-Konstrukts
(Abbildung 3.3, Zeile Zeile 4, Zeile 11) sowie die des case-Konstrukts (Abbildung
3.3, Zeile 14) iibernimmt das Pattern Matching. Dabei werden die Félle, die sich
auf Literale beziehen, explizit dargestellt. Die if-Abfrage und der dazugehori-
ge then-Teil im Fall des leeren New-Feldes (Abbildung 3.3, Zeile 5-10) sind in
Pseudo-Code jedoch derartig allgemein gehalten, dass sich die Implementierung
zwingenderweise davon unterscheiden muss. Um diesen Teil des Verfahrens effi-
zient zu gestalten, wére es sogar denkbar, das gesamten if-then-else-Konstrukt
umzuschreiben. Die Erweiterung des Riickgabewertes von expand gegeniiber der
Pseudo-Code-Darstellung ist eine Folge der Namenszuteilung, die Zustandsna-
men ohne Seiteneffekte vergibt. Beim Erzeugen einer Verzweigung (Abbildung
3.3, Zeile 20-27) ist es aukerdem nicht erforderlich beiden Zustdnden (Nodel,
Node2) einen neuen Namen zu vergeben, da der erste Folgezustand denselben
Namen wie der Ausgangszustand erhalten kann.

Die Funktionsweise des Verfahrens ist folglich nahezu gleich in die Implementie-
rung eingebettet. Anderungen, die sich gegeniiber der Pseudo-Code-Darstellung
ergeben haben, sind iiberwiegend technischer Natur.

5.2.5 Beweis der Terminierung

In diesem Abschnitt geht es darum, zu zeigen, dass das in Abschnitt 5.2.3 be-
schriebene Verfahren terminiert. Den Kern des Verfahrens stellt die rekursive
Funktion expand dar, die von create_graph mit speziellen Werten aufgerufen
wird. Um die Terminierung von create_graph zu zeigen, reicht es aus, die Ter-
minierung der rekursiven Funktion expand nachzuweisen.

Die rekursive Funktion expand ist gegeben durch eine Reihe von Gleichungen.
Dabei wird die linke Seite dieser Gleichungen durch die rechte Seite definiert.
Auf der rechten Seite kann ein Aufruf von expand vorkommen. Ausgehend vom
Startaufruf von expand in der Definition von create_graph muss die linke Seite
genau'? einer dieser Gleichungen dazu passen. Beim Berechnen dieses Aufrufs

wird dieser durch die rechte Seite der passenden Gleichung ersetzt. Kommt in

131n Isabelle miissen die Pattern einer function-Definition paarweise verschieden und voll-
stdndig sein. In der Definition von expand sorgt dafiir die Option sequential.
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dieser rechten Seite wieder ein Aufruf von expand vor, so wiederholt sich diese
Prozedur. Lésst sich nun nachweisen, dass sich diese Expansion der Definition
von expand nur endlich oft wiederholt, so kann man daraus folgern, dass die
Berechnung in diesem Fall terminiert. Um zu zeigen, dass diese Folge von rekur-
siven Aufrufen endlich ist, betrachtet man die Argumente der Funktion. Weist
man nach, dass die Argumente einer Folge von Aufrufen in jedem Schritt bzgl. ei-
ner wohlfundierten Ordnung fallen, so folgt daraus die Endlichkeit der Folge von
Aufrufen. Die Losung des eigentlichen Problems besteht also darin, eine passen-
de wohlfundierte Ordnung zu finden, die die soeben beschriebenen Eigenschaften
erfiillt.

Betrachtet man nun die linken Seiten der Gleichungen, die die Funktion expand
definieren, so stellt man fest, dass diese Gleichungen bzgl. der new-Komponente
des ersten Arguments in zwei Kategorien zerfallen. Man hat den Fall, in dem die
new-Komponente leer ist, sowie die Fille, in denen die new-Komponenten nicht
leer sind. Letztere beschreiben die Konstruktion des aktuellen Zustands, wahrend
der Fall der leeren new-Komponente gerade einen Zustandsiibergang konstruiert
bzw. die Konstruktion des aktuellen Zustands abschlieft.

5.2.5.1 Konstruktion des aktuellen Zustands

Ausgehend von der Definition von expand stellt man nun fiir die Félle, in de-
nen die new-Komponente des ersten Arguments nicht leer ist, fest, dass die new-
Komponenten des Arguments der rekursiven Aufrufe von expand in einer gewis-
sen Art und Weise kleiner werden und zwar wie folgt:

new-Komponente (links) ‘ new-Komponente (rechts) ‘

prop,(q)#fs fs
nprop, (q)#fs fs
true,#tfs fs
X, p#fs fs

Fir diese vier Félle dekrementiert die new-Komponente ausgehend von den Ar-
gumenten auf der linken Seite gegeniiber den Argumenten der rechten Seite einer
Gleichung bzgl. der Listenlénge. Durch das Herausnehmen des obersten Elements
der Eingabeliste wird die resultierende Liste bzgl. der Anzahl ihrer Elemente echt
kleiner.

Fiir den false,#fs-Fall gilt, dass kein rekursiver Aufruf von expand in der rech-
ten Seite der entsprechenden Gleichung vorkommt. Folglich kann dieser Fall aus
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dieser Betrachtung herausgenommen werden.

Im Falle der Konjunktion ergibt sich folgender Bezug der new-Komponenten:

’ new-Komponente (links) ‘ new-Komponente (rechts) ‘

’ i and,, Y#fs ‘ lo—T[p,¥]. ¢ ¢ set (£s@old n)] @ fs ‘

Hier kann man nicht mit der Anzahl der Elemente argumentieren, denn die An-
zahl der Listenelemente in der new-Komponente (rechts) konnte grofer sein, als
die der new-Komponente (links). Ahnliches gilt fiir die restlichen Fille.

new-Komponente (links) ‘ new-Komponente (rechts) ‘
[ or, Y#fs [p—[ul. ¢ ¢ set (fs@old n)] @ fs
[ ory, Y#fs [p—[Y]. ¢ ¢ set (fs@old n)] @ fs
w Uy, #fs [p—[ul. ¢ ¢ set (£fs@old n)] @ fs
w Uy, Y#fs lp—[Y]. ¢ ¢ set (fs@old n)] @ fs
w Vy, Y#fs [p—[Y]. ¢ ¢ set (fs@old n)] @ fs
u V, Y#fs lo—T[p,¥]. ¢ ¢ set (£s@old n)] @ fs

Pro Fall sind hier jeweils zwei new-Komponenten auf der rechten Seite der ent-
sprechenden Gleichung zu beriicksichtigen, da die rechte Seite dieser Gleichung
zwei Aufrufe von expand enthilt. Wie bereits festgestellt, kann die Anzahl der Li-
stenelemente nicht zur Definition einer fallenden Ordnung herangezogen werden.
Betrachtet man jedoch die strukturelle GroRe'? einer Formel, so stellt man fest,
dass diese fiir das oberste Element der new-Komponente stets abnimmt. Entwe-
der die Formel verschwindet komplett oder sie wird bzgl. ihrer Struktur zerlegt,
d. h. man erh&lt nur Teilformeln der urspriinglichen Formel. Folgende Funktion
berechnet die strukturelle Groke einer LTL-Formel.

fun size_frml :: "frml = nat"
where
"size_frml (¢ and, ) = size_frml ¢ + size_frml ¢y + 1"
| "size_frml (X, ¢) = size_frml ¢ + 1"
| "size_frml (p U, ¢) = size_frml ¢ + size_frml ¢ + 1"
| "size_frml (p V, ¢) = size_frml ¢ + size_frml ¢ + 1"
| "size_frml (¢ or, ¥) = size_frml ¢ + size_frml ¢ + 1"

!4Fine LTL-Formel besteht aus Konstruktoren wie LTLTrue, LTLFalse usw. Die strukturelle

Grofe einer LTL-Formel ist folglich durch die Anzahl der darin enthaltenen Konstruktoren
gegeben.
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| "size_frml _ = 1"

Diese Funktion gewichtet jeden Operator und jedes Literal mit dem Wert 1 und
summiert dann diese Werte aufeinander. Entfernt man nun etwa aus einer LTL-
Formel der Form ,u and, v%” den Operator and,, so ist die Summe der Grofen
der Teilformeln p und v echt kleiner als die Grofe der urspriinglichen LTL-
Formel. Die nachfolgende Funktion ist die offensichtliche Verallgemeinerung der
strukturellen Grofe von LTL-Formeln auf Listen.

abbreviation size_frml_list :: "frml list = nat"
where
"size_ frml _list fs = listsum (map size_frml fs)"

Ausgehend von einer Liste von LTL-Formeln berechnet diese Funktion zun#chst
die strukturelle Gréfe fiir jede einzelne LTL-Formel dieser Liste und summiert
dann die Ergebnisse auf.

5.2.5.2 Konstruktion des Zustandsiibergangs

Zwar hat man nun ausgehend von den bisherigen Betrachtungen eine Funktion,
gemik der die new-Komponenten der Argumente kleiner werden, jedoch gilt das
nicht fiir jede Gleichung der Definition von expand. Im Fall, in dem die new-
Komponente leer ist, d. h. in dem die Verarbeitung des aktuellen Zustands abge-
schlossen ist, wird expand ggf. wieder rekursiv aufgerufen und zwar so, dass die
new-Komponente des rekursiven Aufrufs ggf. grofler als die des urspriinglichen
Aufrufs werden kann. Zwar hat man mit der Funktion size_frml_list einen
Teil der Losung gefunden, das entscheidende Argument fiir die Terminierung von
expand fehlt jedoch noch. Genau dieses Argument muss rechtfertigen koénnen,
dass das Verfahren nur endlich viele Zustinde erzeugt. Das bedeutet im Sinne
der Definition von expand, dass das zweite Argument durch eine obere Schranke
begrenzt ist.

Beginnend mit dem Startaufruf von expand, der durch create_graph initiiert
wird, konstruiert der Algorithmus jeden Zustand schrittweise. Dieser legt im Zu-
ge der Berechnung Teilformeln der Eingabeformel in das 01d- und next-Feld des
aktuellen Zustands ab. Ist die Konstruktion des Zustands, die, wie eben in Ab-
schnitt 5.2.5.1 festgestellt, stets terminiert, abgeschlossen, d. h. befindet sich der
Algorithmus in dem Fall, in dem die new-Komponente leer ist, so priift er zu-
néchst, ob bereits ein Zustand mit dem gleichen 0ld- und next-Feld konstruiert
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wurde. Ist das nicht der Fall, so fahrt der Algorithmus mit der Konstruktion des
néchsten Zustands fort. Wieder legt dieser im Zuge der Berechnung Teilformeln
der Eingabeformel in das 01d- und next-Feld des Zustands ab und gelangt schlief-
lich in die Situation, in der die new-Komponente erneut leer ist. Aufgrund der
Tatsache, dass das 01d- und next-Feld eines Zustands stets Teilformeln der Ein-
gabeformel beinhaltet, muss der Algorithmus spitestens dann abbrechen, wenn
das zweite Argument, das die Liste der generierten Zustdnde enthélt, gerade soviel
Zustidnde umfasst, dass dadurch alle moglichen Kombination von verschiedenen
0ld- und next-Feldern gegeben sind. Fiir eine LTL-Formel existieren nur endlich
viele Teilformeln, sodass es auch nur endlich viele solcher Kombinationen geben
kann.

Zunichst stellt sich die Frage, wie man eine obere Schranke fiir das zweite Ar-
gument von expand definieren kénnte. Dazu erscheint es praktischer, statt den
Zustdnden selbst nur die relevanten Informationen, also deren 0ld- und next-
Felder, zu betrachten. Fiir diesen Zweck definiere ich den folgenden Begriff, der
einen Zustand auf eine fiir die hier bendtigten Zwecke geeignete Représentation
abbildet.

abbreviation old_next_pair :: "node = (frml set x frml set)"
where
"0ld_next_pair n = (set (old n), set (next n))"

Ausgehend von einem Zustand erhélt man durch old_next_pair ein Paar von
Mengen, dessen Komponenten gerade die Formeln der 01d- und next-Felder des
Zustands enthalten. Der Ausdruck ,,0ld_next_pair
zweite Argument von expand, die Menge solcher Paare. Es ist insofern ausrei-

¢ set nsg” liefert fiir ns, das

chend, Mengen von Formeln zu betrachten, als die if-Bedingung im Fall, in dem
die new-Komponente leer ist, sich ebenfalls auf die Gleichheit der 0old- und next-
Felder als Mengen bezieht. Trifft diese if-Bedingung fiir die node-Komponente
von n nicht zu, so vergrofert sich das zweite Argument des rekursiven Aufrufs
von expand, gegeben durch n#ns, gemif 01d_next_pair, wie das folgende Lem-
ma zeigt.

lemma neg_if_cond_transf:
assumes "Vnde€set ns. set (old nd) = set (old n)
— set (next nd) # set (next n)"

1

shows "old_next_pair n ¢ old_next_pair ¢ set ns"
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Unter der Annahme der negierten if-Bedingung gilt gerade, dass kein Zustand in
ns enthalten ist, der mit dem Zustand n in den old- und next-Feldern tiberein-
stimmt. Folglich muss auch gelten, dass das dazugehérige Paar nicht in der Menge
,0ld_next_pair *
die Eigenschaft, dass das zweite Argument im Falle der leeren new-Komponente

echt anwichst, d. h. es gilt:

(set ns)” enthalten ist. Aus dieser Folgerung ergibt sich nun

[1 ¢

old_next_pair ¢ set ns C old_next_pair ¢ set (n#ns)

Fiir die anderen Fille der Definition von expand gilt, dass entweder das zweite
Argument konstant bleibt oder, wie im Falle der verschachtelten Rekursion, das
zweite Argument potentiell grofer sein kénnte. In jedem Fall wird das zweite

Argument nie kleiner.

Lésst sich nun fiir das zweite Argument eine obere Schranke LIM finden, so muss
gemifs der Teilmengenbeziehung fiir den Fall der leeren new-Komponente folgende
Aussage zutreffen.

LIM - old_next_pair ¢ set (n#ns) C LIM - old_next_pair ¢ set ns

Damit fillt das zweite rekursive Argument von expand bzgl. dieser Mengenbe-
ziehung in diesem Fall, wihrend in den anderen Fallen das rekursive Argument
hochstens gleich bleibt.

Um die Schranke LIM definieren zu kénnen, benotigt man alle moglichen Kombi-
nationen von Paaren von old- und next-Mengen, die der Algorithmus ausgehend
von beliebigen Anfangsargumenten im Stande ist, zu berechnen. Da dieser im Zu-
ge der Berechnung Teilformeln der new-Komponente in die 01ld- und next-Felder
der node-Komponente ablegt, miissen diese Teilformeln in der Definition von LIM
in irgendeiner Weise beriicksichtigt werden. Dazu bendtigt man zunéchst den
Begriff der Teilformeln fiir LTL-Formeln in Negationsnormalform. Im Gegensatz
zum Begrift der Teilformeln fiir allgemeine LTL-Formeln aus Abschnitt 5.1.3, in
dem ein Préadikat definiert wird, das entscheidet, ob eine LTL-Formel eine Teil-
formel einer anderen LTL-Formel ist, definiere ich diesen Begriff fiir LTL-Formeln
in Negationsnormalform so, dass von einer LTL-Formel ¢ alle Teilformeln von ¢
berechnet werden.

fun subfrmls :: "frml = frml set"
where
"subfrmls ¢
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= (case ¢ of
@ and, ¥ = {p} U subfrmls p U subfrmls ¢
| X, = {¢} U subfrmls pu
| © U, ¥ = {p} U subfrmls p U subfrmls o
| uwVy, ¥ = {p} U subfrmls g U subfrmls o
| u or, ¥ = {p} U subfrmls p U subfrmls o
| _ = {p}
)||

Dabei besteht die Formelmenge ,,subfrmls ¢” aus allen echten Teilformeln von
© sowie ¢ selbst. Basierend auf diesem Begriff definiere ich nun eine Menge, die
alle im ersten Argument von expand vorkommende (Teil-)Formeln beinhaltet.

definition all_subfrmls :: '"cnode = frml set"
where
"all_subfrmls n
= (Jsubfrmls ¢ set (new n@old (node n)@next (node n))"

Fiir die Falle, in denen die new-Komponenten nicht leer sind, gilt, dass die Funkti-
on all_subfrmls bzgl. den jeweiligen new-Komponenten der Aufrufe von expand
konstant bleibt. Der Grund hierfiir ist, dass wihrend der Berechnung des aktu-
ellen Zustands (Teil-)Formeln aus der new-Komponente in die 01d- und next-
Felder der node-Komponente umgeschichtet werden. Fiir den Fall der leeren new-
Komponente hat man im Allgemeinen nur eine Inklusionsbeziehung, da das erste
Argument des rekursiven Aufrufs nur die LTL-Formeln enthélt, die im next-Feld
der urspriinglichen node-Komponente enthalten sind. Die LTL-Formeln des old-
Felds werden hier nicht mehr beriicksichtigt, flielsen aber in das zweite Argument
mit ein. Folglich ist es erforderlich bei der Konstruktion der oberen Schranke
LIM ebenfalls das zweite Argument zu beriicksichtigen. Folgende Definition lie-
fert schlieflich eine geeignete obere Schranke.

definition nds_limit :: "[cnode, node list] = (frml set X frml set) set"
where
"nds_limit n ns
= (Pow (all_subfrmls n U (|Jn’Eset ns. all_subfrmls ([1, n’))))
X (Pow (all_subfrmls n U (|Jn’Eset ns. all_subfrmls ([, n’))))"

Die Funktion nds_limit ordnet den Argumenten von expand eine Menge zu, die
alle méglichen Kombinationen von Paaren enthélt, deren Komponenten gerade
aus Teilformeln der Formeln bestehen, die in n und ns enthalten sind.
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Die durch nds_limit berechnete Menge ist wihrend der gesamten Berechnung
konstant, d. h. sie liefert das gleiche Ergebnis sowohl auf den Argumenten der
linken Seite einer Gleichung als auch auf den rekursiven Argumenten. Ausgehend
von den Argumenten ([], n) und ns des Falls der leeren new-Komponenten etwa
hat man als Argumente des rekursiven Aufrufs von expand gerade

(next n, (..., old = [1, next = [1])

und n#ns. Sei arg eine Abkiirzung fiir das erste Argument des rekursiven Aufrufs.
Wie bereits erwéhnt, gilt folgende Inklusionseigenschaft:

all_subfrmls arg C all_subfrmls ([], n)

Unter Verwendung der Definition von all_subfrmls erhdlt man die Giiltigkeit
dieser Aussage direkt.

Aus obiger Inklusionseigenschaft ergibt sich nun fiir die Argumente des rekursiven
Aufrufs, dass der folgende Teilausdruck aus ,nds_limit arg (n#ns)”

all_subfrmls arg U (|Jn’€Eset (n#ns). all_subfrmls ([], n’)))
identisch mit dem Ausdruck
all_subfrmls n U (|Jn’€set ns. all_subfrmls ([1, n’)))

ist. Und genau diese Eigenschaft fiihrt dazu, dass ,nds_limit ([], n) ns” zu
»,nds_limit arg (n#ns)” gleich sein muss.

In den restlichen Féllen bleibt das zweite Argument sowie all_subfrmls ange-
wandt auf das erste Argument konstant, sodass sich nds_limit ebenfalls nicht
andert.

Mit dem folgenden Lemma erh&lt man schlieflich, dass ,nds_limit n ns” tat-
séchlich die gesuchte obere Schranke LIM sein muss.

lemma pair_in_nds_limit:
"0ld_next_pair (node n) € nds_limit n ns"

Mit der Eigenschaft, dass nds_limit auf den Argumenten von expand stets kon-
stant ist, und dem bereits vorgestellten Lemma neg_if_cond_transf folgt die
Giiltigkeit folgender Beziehung:



KAPITEL 5. ISABELLE-IMPLEMENTIERUNG DES VERFAHRENS %)

¢ set (n#ns)

¢ set (n#ns)
set ns

nds_limit arg (n#ns) - old_next_pair
= nds_limit ([], n) ns - old_next_pair

C nds_limit ([], n) ns - old_next_pair ¢

Folglich hat man nun mit nds_limit eine Funktion gefunden, die eine obere
Schranke fiir das zweite Argument von expand berechnet. Mit Hilfe dieser Funk-
tion ist man nun im Stande, eine Ordnung anzugeben, bzgl. der die rekursi-
ven Argumente von expand im Fall der leeren new-Komponente gegeniiber den
urspriinglichen Argumenten echt kleiner sind. Auferdem bleiben die rekursiven
Argumente in den anderen Féllen der expand-Definition hichstens gleich.

5.2.5.3 Terminierungsordnung

Ausgehend von den Betrachtungen in Abschnitt 5.2.5.1 und 5.2.5.2 ldsst sich nun
eine Ordnung angeben, bzgl. der die rekursiven Argumente von expand gegen-
iiber den urspriinglichen Argumenten in der Definition von expand stets kleiner
werden, sodass die Terminierung von expand gewéhrleistet ist.

Seien n und ns die Argumente von expand. Das folgende Paar induziert eine
Terminierungsordnung fiir expand.

<

(nds_limit n ns - old_next_pair ‘ set ns,

size_frml_list (new n))

Betrachtet man solche Paare lexikographisch bzgl. der C-Beziehung fiir endliche
Mengen und der <-Beziehung fiir natiirliche Zahlen, d. h. (A, k) ist kleiner als
(B,l) gdw. A C BVA = BAk < [, so folgt, dass solche Paare im Zuge der Rekur-
sion immer kleiner werden. Schliefslich gilt im Fall der leeren new-Komponente,
dass die erste Komponente des obigen Paares fiir die Argumente des rekursiven
Aufrufs echt kleiner wird. Fiir die restlichen Fille hat man entweder Gleichheit
oder ebenfalls eine Abnahme dieser Menge. Fiir den Fall der Gleichheit hat man
aber die Eigenschaft, dass die zweite Komponente des obigen Paares fiir die Ar-
gumente der rekursiven Aufrufe kleiner wird, sodass in der Tat solche Paare bzgl.
der vorgestellten lexikographischen Ordnung dekrementieren. Aus der Tatsache,
dass die C-Beziehung fiir endliche Mengen und die <-Beziehung fiir natiirliche
Zahlen lexikographisch betrachtet eine wohlfundierte Ordnung nach sich ziehen,
hat man schlieflich die Losung des urspriinglichen Problems, wie bereits zu Be-
ginn des Abschnitts 5.2.5 erldutert, gefunden.
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5.3 LGBA-Transformation

In diesem Abschnitt geht es darum, wie ein LGBA (vgl. Abschnitt 2.3.1) aus
dem durch die Funktion create_graph konstruierten Graphen erzeugt wird. Die
Transformation des Graphen in einen LGBA basiert auf der Idee von Gerth et
al. [1, Kap. 3.3]. Sei der Graph gemaéfs der Definition in Abschnitt 5.2.3.5 durch
(V,A) gegeben.

5.3.1 Motivation

Ein LGBA kann nach Abschnitt 2.3.1 als ein Tupel (A, D, L) aufgefasst wer-
den. Dabei handelt es sich bei A um den zum LGBA dazugehorigen GBA, der
wiederum als ein Tupel der Form (Q, I, 9, F') dargestellt werden kann.

Wie bereits in Kapitel 3 festgestellt, hat D die Gestalt 2P™P_ wihrend Q identisch
V und ¢ gleich A gesetzt werden, da beim Ubergang zum LGBA sowohl die Menge
der Zusténde V als auch die Transitionsfunktion A erhalten bleiben.

Die Markierungsfunktion £, die jedem Zustand eine Menge von Propositionsmen-
gen zuordnet, wird mit Hilfe des old-Feldes definiert. Im old-Feld eines Zustands
q werden u. a. (negierte) Propositionen abgelegt, die unmittelbar in diesem Zu-
stand erfiillt sein miissen bzw. nicht erfiillt sein diirfen. Die Markierungsfunktion
L ordnet diesem Zustand ¢ nur solche Propositionsmengen zu, die mit diesem
Zustand kompatibel sind, d. h. M € L(q) gdw. M E p fiir alle Propositionen p
und M ¥ p’ fiir alle negierten Propositionen p’, die im old-Feld von ¢ enthalten
sind.

Die Konstruktion des Graphen legt den Bezeichner init in das incoming-Feld
eines Zustands ab, falls die Verarbeitung der Eingabeformel von diesem Zustand
aus initiiert wurde. Folglich erhélt man gerade alle Startzustédnde, indem man sich
auf Elemente aus V einschrénkt, die init im incoming-Feld beinhalten, d. h.
kann gleich ,set [n’«-ns. init € set (incoming n’)]” gesetzt werden.

Tatséchlich ist es so, dass die Graphenkonstruktion aus Abschnitt 5.2 fiir eine
LTL-Formel der Form pU1) eventuell unendliche Pfade konstruiert, die nicht die
Modelle dieser Formel bestimmen. Dies wird nun anhand eines Beispiels erldutert.

Beispiel Sei die Eingabeformel von create_graph sinngeméft durch pU ¢ fiir
zwei verschiedene Propositionen p und ¢ gegeben.

Abbildung 5.2 zeigt, wie der fiir die Eingabeformel p U ¢ konstruierte Graph sinn-
gemdf aussieht. Die Startzusténde, also Zustdnde in deren incoming-Feld der
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=
=

Abbildung 5.2: Graphdarstellung fiir p U q

Bezeichner init enthalten ist, werden durch eine eingehende Kante, die keinen
Zustand besitzt, von dem sie ausgeht, symbolisiert. Die Beschriftungen der Zu-
stdnde sind durch eine Menge gegeben. Diese Menge reprisentiert gerade alle
Propositionen, die in den jeweiligen Zustdnden erfiillt sein miissen, d. h. es han-
delt sich dabei um die Propositionen, die in dem jeweiligen old-Feld des Zustands
abgelegt sind. Man erkennt nun, dass der unendliche Pfad, der mit dem Zustand
{p} beginnt und stets in diesem Zustand verbleibt, offensichtlich keine Modelle
fiir die Eingabeformel liefert, da ein Zustand, in dem die Proposition ¢ schliefslich
erfiillt ist, so wie es die Semantik der Eingabeformel eigentlich vorsieht, nie auf
diesem Pfad erreicht wird.

Um solche Pfade auszuschliefien, bietet es sich an, die Akzeptanzbedingung des
GBA A zu verwenden. Diese legt fest, dass nur solche Pfade akzeptiert werden,

t!5 mit den Akzeptanzmengen, gegeben durch F, in mindestens einem

deren Limi
Element iibereinstimmt. Legt man etwa im obigen Beispiel fest, dass nur der Zu-
stand {} ein akzeptierender Zustand ist, so werden nur noch solche unendliche
Pfade zugelassen, die tatséchlich die Modelle der Eingabeformel wiedergeben. Das
Kernproblem besteht darin, dass das Verfahren ausgehend von der Expansions-
strategie fiir eine Until-Formel € F pUy = £ E ¢V (uAX(pUv)) eine Verzweigung
konstruiert. Der eine Pfad dieser Verzweigung sollte die LTL-Formel 1 model-
lieren, der andere die LTL-Formel p A X(pUv). Im letzteren Fall stellt sich das
Verfahren im n#chsten Zustand erneut der Aufgabe, die Pfade fiir U1 zu kon-
struieren. Sukzessive fortgesetzt erhilt man in der Regel einen unendlichen Pfad,
auf dem fiir jeden Zustand ¢ dieses Pfades gilt: uUy € old(q) A1) ¢ old(q)'S.
Wie bereits erwdhnt, werden im old-Feld eines Zustands gerade LTL-Formeln

'5Das Limit eines Pfades ist die Menge der Zustinde, die auf dem Pfad unendlich oft besucht
werden (vgl. Abschnitt 2.3.1).

16Djese Behauptung ldsst sich auch formal nachweisen und wird im Korrektheitsbeweis ver-
wendet (vgl. Lemma 4.2 in Abschnitt 5.3.3.2).



KAPITEL 5. ISABELLE-IMPLEMENTIERUNG DES VERFAHRENS 28

abgelegt, die im Zuge der Verarbeitung betrachtet wurden. Die Zustande, die
obige Bedingung erfiillen, sollen nicht akzeptierend sein. Ist das der Fall, so wird
der oben beschriebene Pfad durch den GBA A zuriickgewiesen, da das Limit
dieses Pfades gerade nur nicht akzeptierende Zustdnde enthidlt. Man legt also
fest, dass Zusténde, die obige Bedingung erfiillen, nicht in den Akzeptanzmengen
auftauchen diirfen. Dazu wihlt man nur die Zustéinde ¢’ aus, sodass ¢’ die Ne-
gation obiger Bedingung, also uUvy € old(q') — ¢ € old(q'), erfiillt. Ausgehend
von der Eingabeformel definiert man nach diesem Prinzip fiir jede Teilformel der
Form pUw eine Akzeptanzmenge, um die Giiltigkeit aller akzeptierter Pfade zu
gewahrleisten.

5.3.2 Modellierung des LGBA

Ausgehend von den bisherigen Betrachtungen gilt es nun, eine Funktion zu im-
plementieren, die den LGBA konstruiert. Dazu ist zunfchst eine Modellierung
des LGBA notwendig. Unter dem Aspekt der Codegenerierung muss diese so be-
schaffen sein, dass der Codegenerator von Isabelle/HOL in der Lage ist, aus der
Definition Code zu erzeugen. Insbesondere bedeutet das, dass abstrakte Struktu-
ren wie Mengen durch konkrete Strukturen wie Listen repréisentiert werden miis-
sen. Da auferdem die Korrektheit der LGBA-Konstruktion nachgewiesen werden
soll, ist es erforderlich, neben der Implementierung des LGBA zusétzlich dessen
Spezifikation anzugeben. Fiir diese Spezifikation ist es nicht notwendig, Code zu
generieren, sodass diese wiederum so abstrakt wie moglich definiert werden kann.

Der GBA des LGBA hat folgende Gestalt:

record ’q gba =

initial :: "’q list"
trans :: "(’q x ’q) list"
accept :: "’q list list"

Der Typparameter ’q reprisentiert Zustiande. Das Feld initial modelliert die
Startzustinde. Wie bereits erwidhnt, verwende ich zwecks Codegenerierung an
dieser Stelle Listen statt Mengen. Ahnliches gilt fiir die Transitionsfunktion, die
hier durch das Feld trans gegeben ist. Diese wird hier durch eine Liste von Paa-
ren dargestellt. Solche Paare werden, wie man spéter feststellen wird, die Gestalt
(q,A(q)) fiir die durch den Graph induzierte Transitionsfunktion A (vgl. Ab-
schnitt 5.2.3.5) haben. Die Akzeptanzmengen, gegeben durch das Feld accept,
werden ebenfalls durch Listen représentiert. Gegeniiber der abstrakten Definition



KAPITEL 5. ISABELLE-IMPLEMENTIERUNG DES VERFAHRENS 29

eines LGBA in Abschnitt 2.3.1 fehlt dieser Modellierung die Menge aller Zustén-
de. Da diese jedoch implizit im Feld trans verfligbar sein wird, besteht darauf
bezogen kein Nachteil gegeniiber der abstrakten Definition. Des Weiteren wird
die Menge aller Zustédnde héchstens fiir die Ausgabe des LGBA bendtigt. Fiir
diesen Zweck ist aber die Mdglichkeit der Rekonstruktion dieser Menge aus den
Transitionen gegeben.

Die Repriasentation des LGBA sieht wie folgt aus.

record ’q lgba =
gbauto :: "’q gba"
label :: "’q — prop list list"

Der GBA ist durch das Feld gbauto gegeben. Die Markierungsfunktion wird
durch eine Map-Struktur'” implementiert, die nur auf den Zustinden des GBA
definiert ist. Dabei ordnet die Markierungsfunktion einem Zustand eine Liste
von prop-Listen zu. Der Typ prop reprisentiert Propositionen, so wie das in
Abschnitt 5.1 beschrieben ist. Die Menge D, die gerade identisch zu 2P sein
muss, wird von der Implementierung nur implizit festgelegt.

5.3.2.1 Konstruktion des GBA

Bevor der LGBA erzeugt werden kann, ist die Konstruktion des dazugehdrigen
GBA erforderlich. Wie bereits erwihnt, werden die Startzustdnde und Transi-
tionen des GBA aus dem durch create_graph induzierten Graphen, so wie in
Abschnitt 5.2.3.5 beschrieben, konstruiert. Die Akzeptanzmengen, wie zu Beginn
des Abschnitts 5.3 erldutert, werden dabei dadurch bestimmt, indem man fiir
jede Teilformel der Eingabeformel der Form pUvy eine Menge konstruiert, die nur
solche Zustdnde enthilt, die nur zuldssige unendliche Pfade zulassen. Dazu ist
es zunéchst erforderlich, ausgehend von der Eingabeformel alle Until-Formeln zu
bestimmen.

fun all_Until_frmls :: "frml = frml list"
where

"all_Until_frmls (p and, ¥)

= all_Until_frmls ¢ @ all_Until_frmls ¢"

!"Eine Map, représentiert durch —, modelliert eine partielle Funktion. Das Map-Konzept
dhnelt dem gleichnamigen Konzept funktionaler Programmiersprachen.
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| "all_Until_frmls (p or, %)
= all_Until_frmls ¢ @ all_Until_frmls ¢"
| "all_Until_frmls (X, ¢) = all_Until_frmls "
| "all_Until_frmls (p V, ¥)
= all _Until_frmls ¢ @ all_Until_frmls "
| "all_Until_frmls (p U, )
= ¢ U, ¢ # all_Until_frmls ¢ @ all_Until_frmls "
| "all_Until_frmls _ = []"

Die Funktion all_Until_frmls bestimmt fiir eine LTL-Formel rekursiv alle Teil-
formeln der Form ¢Uv und gibt diese als Ergebnis zuriick. Die Akzeptanzmengen
werden auf Basis dieser Funktion konstruiert. Dies geschieht wie folgt:

definition accept_cond :: "[frml, node list] = node list list"
where
"accept_cond ¢ ns
= map (Af. case f of
_ U, ¥ = [q«ns. fc€set (old q) — eEset (old q)])
(remdups (all_Until_frmls ¢))"

Mit Hilfe der Funktion accept_cond, die als Parameter die Eingabeformel sowie
die Liste der durch create_graph erzeugten Zustinde erhélt, wird jeder Until-
Formel, die eine Teilformel der Eingabeformel ist, eine Liste von Zustdnden, die
genau die Bedingung erfiillt, wie sie zu Beginn des Abschnitts 5.3 erldutert wurde,
zugeordnet. Da die Hilfsfunktion all_Until_frmls ggf. mehrere gleiche Elemente
produziert, werden doppelte Elemente mit der Funktion remdups eliminiert.

Folgende Funktion definiert schlieflich den GBA des LGBA:

definition create_gba :: "[frml, node list] = node gba"
where
"create_gba ¢ ns
= (| initial = [gq<ns. init € set (incoming q)],
trans = concat (map (\q. (map (Ap. (q, p))
[p<—ns. name q € set (incoming p)]1))
ns),
accept = accept_cond ¢ ns |)"

Der Funktion create_gba werden als Parameter die Eingabeformel und die Li-
ste der Zustinde iibergeben. Daraus werden Startzustinde, d. h. Zustinde, die
mit init markiert sind, extrahiert. Ebenfalls werden Transitionen bestimmt, also
Paare (q,p), sodass ,name q € set (incoming p)” erfiillt ist. Die Akzeptanz-
mengen werden mit der gerade definierten Hilfsfunktion accept_cond berechnet.
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5.3.2.2 Konstruktion des LGBA

Der LGBA wird ausgehend von der Konstruktion des GBA aus Abschnitt 5.3.2.1
konstruiert. Zusétzlich zum GBA ist die Konstruktion der Markierungsfunktion
erforderlich. Die Markierungsfunktion ordnet jedem Zustand die Markierungen
zu, die kompatibel mit dem Zustand sind, d. h. die alle positiven und keine ne-
gative Propositionen, die in dem Zustand erfiillt sein miissen bzw. nicht erfiillt
sein diirfen, enthalten. Problematisch ist aber die Tatsache, dass die Menge Prop
gemif der Definition in Abschnitt 2.3.1 endlich sein muss. Bisher wurden Pro-
positionen durch den Typen prop reprisentiert. Diese Vorgehensweise erlaubt
es, beliebig viele Propositionen zu modellieren, bedingt jedoch eine unendliche
Menge von Propositionen. Ist diese Menge aber unendlich, so sind ebenfalls un-
endlich viele Markierungen vorhanden. Letztendlich werden Propositionen jedoch
vom Benutzer, der die Spezifikation in Form einer LTL-Formel vorgibt, bestimmt.
Folglich miisste neben der Eingabeformel eine endliche Menge von Propositionen
zur Eingabe zihlen, die bestimmt, welche Propositionen in der Eingabeformel
auftauchen konnen. Alternativ wiirde es auch ausreichen, aus der Eingabeformel
die Propositionen zu extrahieren, die darin enthalten sind. Auf diese Weise wiirde
man eine endliche Menge von Propositionen erhalten, die mit der Eingabeformel
konsistent (d. h. alle in der Eingabeformel enthaltene Propositionen sind in dieser
endlichen Menge enthalten) ist. Genau diesen Ansatz verfolge ich in meiner Im-
plementierung. Fiir diese Zwecke gibt es eine Funktion, die von einer LTL-Formel
ausgehend alle darin enthaltene Propositionen bestimmt.

fun get_props :: "frml = prop list"

where

"get_props prop,(p) = [pl"

"get_props nprop,(p) = [p]"

"get_props (¢ and, ) = get_props ¢ @ get_props "
"get_props (p or, 1) = get_props ¢ @ get_props "
"get_props (X, @) = get_props "

"get_props (¢ V, ¢¥) = get_props ¢ @ get_props "
"get_props (¢ U, ) = get_props ¢ @ get_props "
"get_props _ = []"

Die Funktion get_props bestimmt rekursiv alle in der Eingabeformel enthaltene
Propositionen. Da die Ausgabe eine Liste darstellt, kénnen einige Propositionen
doppelt auftauchen.
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Die positiven und negativen Propositionen eines Zustands kénnen aus dem old-
Feld bestimmt werden. Um diese zu extrahieren, existieren folgende Funktionen.

fun pos_props :: "frml list = prop list"
where

"pos_props [1 = [1I"
| "pos_props (prop,(p)#xs) = p # (pos_props xs)"
| "pos_props (_#xs) = pos_props xs"

fun neg_props :: "frml list = prop list"
where
"neg_props [] = [1"
| "neg_props (nprop,(p)#xs) = p # (neg_props xs)"
| "neg_props (_#xs) = neg_props xs"

Zwar wire auch eine Implementierung einer Funktion méglich, die beide Ergebnis-
se gleichzeitig liefert. Der besseren Ubersicht halber wird hier darauf verzichtet.

Die Kernfunktionalitdt der Markierungsfunktion liefert folgende Definition.

definition label_fct :: "[prop list list, node] = prop list list"
where
"label_fct Lbls n
= [xs«<Lbls. set (pos_props (old n)) C set xs
A list_inter xs (neg_props (old n)) = [1]"

Dabei reprisentiert der Parameter Lbls gerade alle moglichen Markierungen als
Listen ausgehend von den Propositionen, die in der Fingabeformel enthalten sind,
jedoch mit einer Einschrinkung: Fiir eine Reihe von Propositionen existiert ge-
nau eine Liste in Lbls, die eine Permutation dieser Reihe darstellt, d. h. fiir zwei
verschiedene Propositionen p und q ist entweder die Liste [p,q] oder die Liste
[q,p] in Lbls enthalten. Fiir Markierungen ist die Reihenfolge der Elemente vol-
lig irrelevant, da die Semantik auf LTL-Formeln letztendlich nur das Enthalten-
sein oder das Nichtenthaltensein einer Proposition in einer Markierung fordert.
Die Funktion label_fct berechnet die fiir einen Zustand kompatiblen Markie-
rungen, d. h. solche Markierungen, die mindestens die positiven Propositionen
des Zustands enthalten, negative Propositionen jedoch nicht. Die Hilfsfunktion
list_inter berechnet fiir zwei Listen ys und zs eine Liste, die die gemeinsamen
Elemente von ys und zs enthélt.

Nun kann man die Konstruktion des LGBA wie folgt angeben.
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definition create_lgba :: "frml = node lgba"
where
"create_lgba ¢
= (let ns = create_graph ¢ in
( gbauto = create_gba ¢ ns,
label = [ns[—Imap (label_fct (list_Pow (get_props ¢))) ns] )"

Ausgehend von der Eingabeformel ¢ wird zunéchst der Graph mittels der Funkti-
on create_graph berechnet. Wie bereits in Abschnitt 5.3.2.1 erlautert, wird aus
diesem Graphen der GBA konstruiert. Die Markierungsfunktion wird als Map so
festgelegt, dass sie jedem Zustand eine Liste von Markierungen zuordnet. Die-
se Markierungen kénnen nur Propositionen enthalten, die in der Eingabeformel
auftauchen. Mittels 1ist_Pow erhélt man, dhnlich wie bei einer Potenzmengen-
konstruktion, alle m&gliche Markierungen basierend auf den Propositionen der
Eingabeformel. Da dabei die Reihenfolge der Elemente vernachléssigt wird, lie-
fert 1ist_Pow fiir eine Reihe von Propositionen genau eine Liste, die diese Pro-
positionen enthélt.

5.3.3 Beweis der Korrektheit

In diesem Abschnitt geht es nun darum, zu kliren, ob der in Abschnitt 5.3.2
durch die Funktion create_lgba definierte LGBA sich korrekt verhilt, d. h. es
stellt sich die Frage, ob dieser LGBA fiir die Eingabeformel ¢ exakt die w-Worter
iiber 2P™P akzeptiert'®, die die LTL-Formel ¢ erfiillen. Um diese Spezifikation des
LGBA zu formulieren, sind entsprechende Definitionen notwendig.

5.3.3.1 Formalisierung der LGBA-Spezifikation

Zunichst sind folgende Begriffe erforderlich, um festzulegen, wann eine unendli-
che Folge von Zusténden als Pfad eines GBA bezeichnet wird.

abbreviation gba_run :: "[’q gba, ’q word] = bool"
where

"gba_run A o

= Vn. ((o0 n), 0 (Suc n)) € set (tramns A)"

8Die Menge Prop wird stets als die Menge der Propositionen aufgefasst, die in der Eingabe-
formel ¢ enthalten sind.
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definition gba_exec :: "[’q gba, ’q word] = bool"
where

"gba_exec A o

= 0 0 € set (initial A) A gba_run A o"

Diese Definition orientiert sich an der abstrakten Definition in Abschnitt 2.3.1.
Dabei fordert das Priidikat!? gba_run fiir einen GBA A und ein w-Wort o iiber
der Menge der Zustdnde von A zunéchst, dass es sich bei ¢ nur um einen Teil-
pfad von A, der nicht zwingenderweise in einem Startzustand beginnt, handelt.
Wihrend das Pradikat gba_exec basierend darauf einen Pfad gemé&f Abschnitt
2.3.1 beschreibt.

Die Akzeptanzbedingung des GBA kann wie folgt formuliert werden:

abbreviation gba_accept_cond :: "[’q gba, ’q word] = bool"
where

"gba_accept_cond A o

= Vi<length (accept A). limit o N set (accept A!i) # {}"

definition gba_accept :: "[’q gba, ’q word] = bool"
where

"gba_accept A o

= gba_exec A o0 A gba_accept_cond A o"

Das Limit eines w-Wortes w entspricht gemifs Abschnitt 2.3.1 der Menge von Ele-
menten von w, die in w unendlich oft vorkommen. Genau diese Menge berechnet
die Funktion limit.

Die Akzeptanzbedingung des LGBA wird wie folgt definiert:

abbreviation lgba_accept_cond
"[’q lgba, ’q word, (prop set) word] = bool"
where
"lgba_accept_cond A o &
= Vi. JW. label A (0 i) = Some W
A (Ju€set W. £ 1 = set w"

19Fine Funktion, deren Riickgabewert den Typ bool hat, wird als Pridikat bezeichnet.
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definition lgba_accept :: "[’q lgba, (prop set) word] = bool"
where

"lgba_accept A &

= do. gba_accept (gbauto A) o A lgba_accept_cond A o &"

Die Notation in Hinblick auf die Akzeptanz des w-Wortes £ sieht auf den er-
sten Blick recht umsténdlich aus. Bedingt wird das durch die Représentation
der Markierungsfunktion. Im Wesentlichen soll diese Bedingung aussagen, dass
€(i) € L(o(2)) fir i € N erfiillt ist. Da die Markierungsfunktion in der Imple-
mentierung durch Maps modelliert wird, erhdlt man den Riickgabewert der Mar-
kierungsfunktion zunichst durch ,label A (o0 i) = Some W’?C. Dabei enthilt
W eine Liste von Propositionslisten, die gerade alle Markierungen des Zustands
,0 17 reprisentieren. Diese Markierungen, die aus Propositionen bestehen, ha-
ben aber bedingt durch die Darstellung als Listen eine Reihenfolge der Elemente.
Um die Reihenfolge der Elemente zu eliminieren, reicht es aus, die Liste mittels
set in eine Menge zu iiberfiihren.

5.3.3.2 Theorem 4.1

Mit der Formalisierung der Akzeptanzbedingung eines LGBA aus dem vorher-
gehenden Abschnitt 5.3.3.1 l&sst sich nun die Korrektheitseigenschaft wie folgt
formulieren:

theorem T4_1:
assumes "Vi. £ i € Pow (set (get_props ¢))"
shows "lgba_accept (create_lgba ¢)  «— & =, "

Die Voraussetzung dieses Theorems fordert zunéchst im Wesentlichen, dass ¢ ein
w-Wort {iber 2P™P sein muss, wobei die Menge Prop als die Menge der Propo-
sitionen, die in der LTL-Formel ¢ auftauchen, aufgefasst wird. Dabei extrahiert
die Funktion get_props gerade aus der Eingabeformel ¢ die darin enthaltenen
Propositionen, wie in Abschnitt 5.3.2.2 beschrieben. Es wiirde auch wenig Sinn
machen, beliebige endliche Mengen Prop zuzulassen. Das wiirde dazu fiithren, dass
man gezwungen wére, fiir eine LTL-Formel ¢ und Prop eine Wohlgeformtheitsei-
genschaft zu fordern, um zu gewéhrleisten, dass die Propositionen in ¢ tatsichlich

20Riir eine Map m bedeutet m x = Some a, dass m auf dem Wert x definiert ist und den Wert
a liefert.
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auch in Prop enthalten sind. Aufserdem tragen Propositionen, die nicht in ¢ ent-
halten sind, geméafs der Definition der Semantik (vgl. Abschnitt 2.2) nichts zur
Erfiillbarkeit von ¢ bei. Schliefslich besagt Theorem 4.1, dass unter der oben
beschriebenen Voraussetzung das w-Wort ¢ iiber 2P™P die LTL-Formel in Ne-
gationsnormalform ¢ genau dann erfiillt?!, wenn der aus ¢ durch die Funktion
create_lgba konstruierte LGBA ¢ akzeptiert.

Der Beweis des Theorems 4.1 basiert auf der Beweisidee von Gerth et al. |1,
Kap. 4]. Die im Folgenden vorgenommene Nummerierung der Aussagen ist im
Grofen und Ganzen ebenfalls an die urspriingliche Beweisidee angelehnt. Die zwei
Richtungen des Theorems werden separat in Lemma 4.9 (Seite 69) und Lemma
4.10 (Seite 72) gezeigt. Wihrend die Implikation von links nach rechts (Lemma
4.9) die Voraussetzung nicht zwingend bendtigt, ist sie in der umgekehrten Rich-
tung (Lemma 4.10) zwingend erforderlich. Doch bevor beide Richtungen gezeigt
werden konnen, ist es zundchst notwendig, sich mit einem Problem der LGBA-
Konstruktion (vgl. Abschnitt 5.3) zu beschiftigen, das darin besteht, dass die
Graphenkonstruktion aus Abschnitt 5.2 ggf. unendliche Pfade konstruiert, die
unzuléssige Modelle fiir die Eingabeformel implizieren. Das nachfolgende Lemma
verdeutlicht das Problem.

Lemma 4.2 Die Grundidee der LGBA-Konstruktion besteht darin, in die old-
Felder eines Zustands die LTL-Formeln abzulegen, fiir die der nachfolgend kon-
struierte Teilpfad entsprechende Modelle dieser Formeln impliziert. Nun werden
aber ggf. Teilpfade konstruiert, die dieser Idee widersprechen, wie das folgende
Lemma zeigt:

lemma L4_2a:
assumes "gba_run (gbauto (create_lgba ¢)) o"
and "f U, g € set (old (o 0))"
shows "(Vi. {f, £ U, g} C set (old (o 1))
N g ¢ set (old (o 1)))
vV (3j. (Vi<j. {f, £ U, g} C set (old (o i)))
A g € set (old (o jI)"

Demnach gilt fiir einen Teilpfad o des LGBA, der im eigentlichen Sinne u. a.
Modelle fiir die Until-Formel der Form f U g implizieren soll, dass auf diesem
Teilpfad ein Folgezustand existiert, von dem aus Modelle fiir g impliziert werden,

*Die Relation |=,, ist fiir LTL-Formeln in Negationsnormalform analog zur Relation |= fiir
allgemeine LTL-Formeln, wie in Abschnitt 5.1.2 beschrieben, definiert.
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oder dass es keinen solchen Zustand gibt. Im letzteren Fall wiirde der LGBA
Teilpfade zulassen, die gerade nicht die Modelle der Eingabeformel bestimmen.
Um solche unzuléssige Teilpfade zuriick zuweisen, verwendet man die Akzeptanz-
bedingung des zum LGBA zugehérigen GBA, wie das folgende Lemma zeigt.

lemma L4_2b:
assumes "gba_run (gbauto (create_lgba ¢)) o"
and "f U, g € set (old (o 0))"
and "gba_accept_cond (gbauto (create_lgba ¢)) o"
shows "3j. (Vi<j. {f, £ U, g} C set (old (o 1)))
A g € set (old (o jN"

Verwendet man also zusitzlich zu den Voraussetzungen aus L4_2a die Akzep-
tanzbedingung des GBA, so werden unzuléssige Teilpfade nicht mehr zugelassen.

Die Beweisidee fiir Lemma L4_2a, und damit auch fiir Lemma L4_2b, basiert
auf der Tatsache, dass die Disjunktionsglieder der Aussage von L4_2a exklusiv
sind, d. h. wenn das eine Disjunktionsglied erfiillt ist, dann ist das andere nicht
erfiillt, und umgekehrt. Dazu zeigt man etwa, dass aus der Negation des rechten
Disjunktionsglieds das linke Disjunktionsglied folgt. Lemma L4_2b folgt dann
direkt aus Lemma L4_2a durch einen Widerspruchsbeweis. Nimmt man dazu die
Negation der Aussage von L4_2b an, so lisst sich mit L4_2a die Aussage folgern,
die besagt, dass es sich um einen unzuléssigen Teilpfad handelt. Man erhélt also
folgende Aussage:

Vi. {f, £ U, g} C set (old (0 1)) A g ¢ set (old (o 1))
Da die Until-Formel f U, g eine Teilformel der Eingabeformel ¢ sein muss??,
existiert gemah der Definition der Akzeptanzbedingung des GBA (vgl. Abschnitt
5.3.2.1) eine zu der Until-Formel zugehorige Akzeptanzmenge M. Diese Menge
M enthélt dabei nur solche Zusténde q, die folgende Eigenschaft erfiillen:

f U, gcset (old q) — geset (old q)
Zusitzlich gilt, dass das Limit von o mit der Menge M mindestens ein gemein-

sames Element besitzt. Sei ein solches Element gerade durch q gegeben. Da q
zum Limit von o gehdrt, muss q in o enthalten sein. Aus der Unzul&ssigkeit

22In die o1d-Felder von Zustanden werden durch die Graphenkonstruktion aus Abschnitt 5.2
stets nur Teilformeln der Eingabeformel abgelegt.
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von o (,g¢set (old q)”) und der Beschaffenheit von q (,g€set (old q)”) folgt
schlieflich der Widerspruch, der die Beweisidee abschliefst.

Im Gegensatz zu einer Until-Formel ergeben sich aus der Konstruktion der Pfade
fiir eine Release-Formel keinerlei Probleme. Hier ldsst sich auch ohne Akzeptanz-
bedingung des GBA ein entsprechender Bezug zwischen den old-Feldern und der
Semantik der Release-Formel, wie das nachfolgende Lemma zeigt, herstellen.

lemma L4_2c:
assumes "gba_run (gbauto (create_lgba ¢)) o"
and "f V,, g € set (old (o 0))"
shows "Vi. g € set (old (o 1))
V (3j<i. £ € set (old (o "

Um diese Aussage zu zeigen, kann man Induktion {iber i verwenden. Zusétzlich
ist die Eigenschaft niitzlich, die besagt, dass g und ,,f V,, g” in jedem Fall solange
in den old-Feldern der Zustinde eines Pfades verbleiben, bis irgendwann nicht
notwendigerweise ein Zustand erreicht wird, in dem f im old-Feld enthalten ist.

5.3.3.3 Beweis der Hinrichtung

Um die Implikation des Theorems 4.1 aus Abschnitt 5.3.3.2 von links nach rechts
zu zeigen, sind zwei essentielle Aussagen erforderlich. Fine dieser Aussagen (vgl.
Lemma 4.6 auf Seite 68) besagt, dass im old-Feld eines Startzustands stets die
Eingabeformel enthalten ist, die andere (vgl. Lemma 4.8 auf Seite 69) besagt im
Wesentlichen, dass eine LTL-Formel erfiillbar ist, falls sie zu Beginn eines Pfades
im old-Feld vorliegt. Diese zwei Aussagen werden schlieflich dazu verwendet um
die Hinrichtung von Theorem 4.1 (vgl. Lemma 4.9) zu beweisen.

Lemma 4.6 Wie das nachfolgende Lemma zeigt, gewdhrleistet die Graphen-
konstruktion aus Abschnitt 5.2 die Eigenschaft, dass in dem old-Feld eines Start-
zustands stets die Eingabeformel enthalten ist.

lemma L4_6:
assumes "q € set (initial (gbauto (create_lgba ¢)))"
shows "¢ € set (old )"
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Der Beweis dieser Aussage beschrankt sich hauptséchlich darauf, zu zeigen, dass
fiir einen Zustand q des LGBA, fiir den ,init € set (incoming q)” erfiillt ist,
die Eigenschaft ,o € set (old q)” fiir die Eingabeformel ¢ gilt. Diese Aussage
folgt aber direkt aus der Konstruktion des Graphen (vgl. Abschnitt 5.2).

Lemma 4.8 Basierend auf den bisherigen Betrachtungen (vgl. Lemma 4.2 in
Abschnitt 5.3.3.2) ldsst sich nur der Zusammenhang zwischen Erfiillbarkeit einer
LTL-Formel und dem old-Feld eines Zustands herstellen.

lemma L4_8:
assumes '"gba_accept (gbauto (create_lgba ¢)) o"
and "lgba_accept_cond (create_lgba @) o &"
and "f € set (old (o O))"
shows "¢ |, "

Demnach gilt, dass, wenn fiir einen Pfad o die Akzeptanzbedingung des GBA so-
wie fiir o und ein w-Wort iiber 2P™P ¢ die Akzeptanzbedingung des LGBA erfiillt
ist, dann ist £ ein Modell fiir eine LTL-Formel, die sich im old-Feld des Start-
zustandes von o2? befindet. Die Aussage dieses Lemmas folgt im Wesentlichen
direkt aus der Konstruktion des Graphen (vgl. Abschnitt 5.2) per Induktion {iber
die Struktur von £ und unter Beriicksichtigung von Lemma 4.2 (vgl. Abschnitt
5.3.3.2).

Lemma 4.9 Mit Lemma 4.6 und Lemma 4.8 folgt nun die Hinrichtung des
Theorems 4.1 (vgl. Abschnitt 5.3.3.2), die wie folgt lautet:

lemma L4_9:
assumes "lgba_accept (create_lgba ¢) &"
shows "¢ =, ¢"

Zunichst folgt aus der Voraussetzung dieser Aussage gemif der Definition von
lgba_accept aus Abschnitt 5.3.3.1 die Existenz eines Pfades o, der vom GBA
und vom LGBA bzgl. £ akzeptiert wird. Aufserdem folgt aus Lemma 4.6, dass die
Eingabeformel ¢, im old-Feld des Startzustands von o enthalten ist. Mit Lemma
4.8 erhilt man schliefslich die Aussage, dass £ ein Modell fiir ¢ sein muss.

Z3Der Startzustand eines Pfades o ist der Zustand, von dem aus der Pfad beginnt, also o(0).
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5.3.3.4 Beweis der Riickrichtung

Der Beweis der Implikation des Theorems 4.1 aus Abschnitt 5.3.3.2 von rechts
nach links erfordert einen konstruktiven Ansatz. Demnach ist es notwendig, die
Existenz eines Pfades nachzuweisen, der die Modelle der Eingabeformel akzep-
tiert. Dazu reicht es, einen solchen Pfad anzugeben. Entscheidend fiir der Kon-
struktion dieses Pfades ist erneut die Problematik, mit der sich Lemma 4.2 (vgl.
Abschnitt 5.3.3.2) auseinander setzt. Folglich muss der konstruierte Pfad in je-
dem Fall die Akzeptanzmengen so beriicksichtigen, dass der Pfad die Modelle der
Eingabeformel tatséichlich erfiillt.

Zunichst ist ein Begriff erforderlich, der die Konjunktion von LTL-Formeln auf
eine Liste von LTL-Formeln verallgemeinert:

abbreviation list_and_n :: "frml list = frml" ("A, _" [80] 80)
where
"list_and_n fs = foldr (A\g f. (f and, g)) fs true,"

Ausgehend von einer Liste von LTL-Formeln fs liefert der Ausdruck ,A, fs”
eine LTL-Formel, die die Elemente der Liste fs konjunktiv verkniipft. Mit dieser
Notation ldsst sich nun eine wichtige Eigenschaft herleiten, die fiir die Konstruk-
tion des oben beschriebenen Pfades erforderlich ist.

Das Verfahren zur Konstruktion des Graphen basiert aufl einer Expansionsstra-
tegie, die die Eingabeformel rekursiv in die Teilformeln zerlegt, die unmittel-
bar erfiillt sind und die im n#chsten Zustand erfiillt sein miissen. Diese Teilfor-
meln werden jeweils in das old- und in das next-Feld des jeweiligen Zustands
abgelegt. Geht man nun davon aus, dass die Eingabeformel ¢ im old-Feld ei-
nes Zustands q enthalten ist und dass fiir ein w-Wort & {iber 2P™P die Eigen-
schaft ,& =, ¢ erfillt, so muss geméf der Expansionsstrategie die Aussage
& En (An 0ld q) and, X, (A, next q)”%* ebenfalls erfiillt sein, da das old-
Feld von q neben ¢ Teilformeln von ¢ und das next-Feld von q, die Teilformeln
von ¢, die im nichsten Zustand erfillt sein miissen, enthilt. Um nun den zu
konstruierenden Pfad ausgehend vom Zustand q weiter fortsetzen zu kénnen, ist
zunichst die Existenz eines Folgezustands erforderlich, der geeignet gewdhlt wer-
den muss. Wie diese Wahl des Folgezustands von q vorgenommen werden kann,
beschreibt das nachfolgende Lemma.

*Diese Aussage wird als £ ist ein Modell fiir q abgekiirzt.
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Lemma 4.5 Dieses Lemma zeigt, dass fiir einen bestimmten Zustand ein geeig-
neter Folgezustand existiert, sodass dieser fiir die Konstruktion des Pfades, der
fiir die Riickrichtung des Theorems 4.1 erforderlich ist, verwendet werden kann.

lemma L4_5:
assumes "q€set (create_graph ¢)"
and "¢ =, (A, old q) and, X, (A, next )"
shows "Jq’cset (create_graph ().
name q € set (incoming q’) A
suffix 1 £ |, (An old q’) and, X, (A, next q’) A
{n. Ip. p U, n € set (old q’)
A suffix 1 £ =, n} C set (old g’)"

Ausgehend von einem Zustand q, fiir den £ ein Modell ist, gilt demnach, dass
stets ein Folgezustand q’ existiert?®. Zusitzlich erfiillt dieser Folgezustand die
Eigenschaft, dass ,suffix 1 £’ ein Modell fiir q’ ist, sodass zumindest beim
Zustandsiibergang die Modelleigenschaft von ¢ erhalten bleibt. Die letzte Eigen-
schaft, die Lemma 4.5 liefert, verhindert, dass der Zustandsiibergang nach g’
unzuléssig im Sinne von Lemma 4.2 (vgl. Abschnitt 5.3.3.2) gewéhlt wird, d. h.
diese Wahl gewdhrleistet, dass auf dem konstruierten Pfad fiir eine Until-Formel
der Form pUv stets ein Zustand erreicht wird, von dem aus die Modelle fiir ¢
impliziert werden. Da nun der Zustand q’ im gewissen Sinne (statt £ verwendet
man ,suffix 1 £”) ebenfalls die Voraussetzungen von Lemma 4.5 erfiillt, kann
damit sukzessive eine unendliche Folge von Zustédnden, so wie sie bendtigt wird,
konstruiert werden. Jedoch fehlt bisher die Existenz eines Startzustands, von dem
aus der entsprechende Pfad beginnt.

Lemma 4.7 Dieses Lemma, liefert die Existenz eines Startzustands, der fiir die
Konstruktion des Pfades, der fiir die Riickrichtung des Theorems 4.1 erforderlich
ist, in Betracht gezogen werden kann.

lemma 1L4_7:
assumes "¢ |, "
shows "Jqgeset (create_graph ¢).
init€set (incoming q) A
¢ En (An 0ld @) and, X, (A, next q@) A
*Die Eigenschaft ,name q € set (incoming q’)” besagt im urspriinglichen Sinne, dass der

Zustand q’ eine von q eingehende Kante besitzt. Umgekehrt betrachtet gilt, dass eine Kante
von q nach q’ existiert.
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{n. Ip. p U, n € set (0ld q)
A€ En ny C set (old )"

Die Aussage dieses Lemmas besteht darin, dass unter der Annahme, dass £ ein
Modell fiir die Eingabeformel ¢ ist, es einen Startzustand gibt, fiir den & ebenfalls
ein Modell ist und der gleichzeitig analog zu Lemma 4.5 die Eigenschaft besitzt,
zuldssig im Sinne von Lemma 4.2 (vgl. Abschnitt 5.3.3.2) zu sein.

Mit den beiden Lemmata 4.5 und 4.7 besteht nun die Mdglichkeit einen entspre-
chend beschaffenen Pfad zu definieren. Dazu ist zunichst mal folgende Funktion
hilfreich:

fun auto_run :: "[interprt, node list] = node word"
where
"auto_run £ nds 0
= hd [q+nds. init € set (incoming q) A
€ En (An old @) and, X, (A, next q) A
{n. Jp. p U, n € set (old q@) A & E» 1} C set (old q)1"
"auto_run ¢ nds (Suc k)
= hd [q+nds. name (auto_run £ nds k) € set (incoming q) A
suffix (Suc k) £ =, (An old @) and, X, (A, next q) A
{n. Jp. w U, n € set (old q)
A suffix (Suc k) & E, n} C set (old q)1"

Fiir geeignet gewdhlte Parameter & und nds verhilt sich die so definierte Funk-
tion ,auto_run & nds” gerade so, wie es fiir einen Pfad von Lemma 4.5 und
Lemma 4.7 beabsichtigt ist. In der Tat kann ,auto_run & nds” als w-Wort iiber
der Menge der Knoten (d. h. als ,node word”) aufgefasst werden, da der Typ
,’a word” in Abschnitt 5.1.2 nur als eine Abkiirzung fiir ,nat = ’a” eingefiihrt
wurde. Weiterhin ist die Hilfsfunktion hd so definiert, dass sie fiir eine nicht leere
Liste das oberste Element der Liste zuriick gibt. Aus obigen Betrachtungen ist es
jedoch garantiert, dass unter entsprechenden Voraussetzungen die Listen, die in
der Definition von auto_run der Funktion hd als Parameter iibergeben werden,
stets nicht leer sind.

Lemma 4.10 Ausgehend von Lemma 4.5, Lemma 4.7 und obiger Hilfsfunktion
auto_run lasst sich nun die Riickrichtung des Theorems 4.1 herleiten.

lemma L4_10:
assumes "¢ |, "
and "Vi. £ i € Pow (set (get_props ¢))"
shows "lgba_accept (create_lgba ¢) &"
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Dazu betrachtet man zunéchst den gesuchten Pfad als das w-Wort {iber der Men-
ge der Zustédnde ,auto_run & (create_graph ¢)” und zeigt dann, dass es sich
tatsdchlich um den gesuchten Pfad handelt, indem man dafiir die Akzeptanzbe-
dingungen des GBA und die des LGBA nachweist. Fiir die letztere Eigenschaft
ist auferdem die zweite Voraussetzung dieses Lemmas notwendig. Weiterhin ist
Lemma 4.2 erforderlich, um zu beweisen, dass sich der durch die Konstruktion
resultierende Pfad zuldssig verhélt.

5.3.3.5 Vergleich der Beweisfiihrung

Obwohl die grundlegende Idee der Verifizierung des Theorems 4.1 (vgl. Abschnitt
5.3.3.2) mit der Beweisidee von Gerth et al. [1, Kap. 4] im Wesentlichen iiberein-
stimmt, unterscheiden sich beide Ansétze dennoch im Detail. Der Hauptunter-
schied besteht in der Beweisfiihrung von Lemma 4.5 (vgl. Abschnitt 5.3.3.4) und
Lemma 4.7 (vgl. Abschnitt 5.3.3.4). Wahrend ich diese Lemmata hauptséchlich
direkt aus der Konstruktion ableite, definieren Gerth et al. hierzu eine Relation
auf Zustdnden, die mit Hilfe des Father-Feldes (vgl. Abschnitt 3.1.2) realisiert
wird. Diese Relation setzt Zusténde zu den Zustanden in Beziehung, die auf dem
vorhergehenden Pfad eine Verzweigung einleiten. Damit sind Gerth et al. in der
Lage die Tatsache zu formulieren, dass mindestens ein Pfad dieser Verzweigung
ein entsprechend giiltiger Pfad ist, demnach also Modelle fiir die Eingabefor-
mel impliziert. Auch wenn diese Art der Beweisfithrung besser versténdlich sein
kénnte, bedingt sie, dass fiir deren Zwecke die Implementierung gedndert werden
muss.

Natiirlich ist der hohe Aufwand der Beweisfiithrung innerhalb von Isabelle/HOL
nicht vergleichbar mit dem eines schriftlichen Beweises. Wéhrend die gesamte
Beweisidee des Theorems 4.1 von Gerth et al. auf weniger als 3 DIN-A4-Seiten
abgedruckt ist, umfasst der Isabelle-Beweis ca. 4500 Zeilen Code. Dies ist vor
allem damit zu begriinden, dass alle Eigenschaften, die in einem schriftlichen
Beweis hochstens angedeutet werden, innerhalb von Isabelle/HOL akribisch her-
geleitet werden miissen.



Kapitel 6

Codegenerierung

In diesem Kapitel geht es darum, aus der in Kapitel 5 vorgestellten Implemen-
tierung der LGBA-Konstruktion mit Hilfe von Isabelle/HOL ausfithrbaren Co-
de zu generieren, der sich exakt so verhélt, wie es die urspriingliche Isabelle-
Implementierung vorsieht. Dazu besitzt Isabelle einen Codegenerator [13], der in
der Lage ist, bestimmte logische Spezifikationen in eine funktionale Programmier-
sprache wie OCaml [14] zu {iberfithren. Im Wesentlichen handelt es sich dabei,
um einen Prozess, der Datentyp,- Funktionsdefinition etc. an die jeweilige Spra-
che angepasst aus der Quellsprache, also der Spezifikationssprache von Isabelle,
in die Zielsprache iiberfiihrt.

6.1 Funktionsweise des Codegenerators

Die Funktionsweise des Codegenerators soll im Folgenden anhand von Beispielen
verdeutlicht werden.

Beispiel In diesem Beispiel wird eine Baumstruktur definiert. Wie in Abschnitt
4.1.1 beschrieben wird mit Hilfe des Schliisselworts datatype ein entsprechender
Datentyp implementiert.

datatype
‘a tree = Leaf
| Node ’a "’a tree'" "’a tree"

74
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Ein Knoten (Node) dieser Baumstruktur trigt eine Beschriftung sowie den linken
und rechten Teilbaum des Knotens, wihrend ein Blatt (Leaf) keine Beschriftung
besitzt..

Nun soll eine Funktion definiert werden, die ausgehend von einer Beschriftung
und zwei Badumen einen neuen Baum zuriick gibt.

definition concat :: "[’a, ’a tree, ’a tree] = ’a tree"
where
"concat 1 1t rt = Node 1 1t rt"

Die Funktion concat wird dieser Anforderung gerecht. Nun soll aus dieser Defini-
tion ausfiihrbarer Code generiert werden. Fiir diese Zwecke existiert das Schliis-
selwort export code, das wie folgt verwendet wird.

export code concat in O0Caml file "concat.ml"

Mit dieser Anweisung wird die Implementierung der Funktion concat in OCaml-
Code iibersetzt und in die Datei concat.ml gespeichert. Der Inhalt dieser Datei
sieht wie folgt aus:

module Beispiel =

struct
type ’a tree = Node of ’a * ’a tree * ’a tree | Leaf;;

let rec concat 1 1t rt = Node (1, 1lt, rt);;

end;; (*struct Beispielx)

Bei der Ausgabe handelt es sich um ein OCaml-Modul, das in gewissen Sinne kon-
sistent mit der entsprechenden Theoriedatei von Isabelle ist. Neben der Funktion
concat selbst wird auch die entsprechende Datentypdefinition, die von concat
verwendet, ausgegeben.

Nun soll eine Funktion definiert werden, die alle Beschriftungen eines Baumes
zuriick gibt.
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fun labelset :: "’a tree = ’a set"
where

"labelset Leaf = {}"
| "labelset (Node 1 1t rt)

= {1} U labelset 1t U labelset rt"

Die Funktion labelset verhilt sich zwar beziiglich dieser Anforderung, hat aber
im Kontext der Codegenerierung ein Problem: Beim Riickgabewert der Funktion
handelt es sich um eine Menge. Da Mengen potentiell unendlich grofs sein konnen,
gibt es (noch) keine Méglichkeit (beliebige) Mengen direkt in der Zielsprache zu
reprisentieren. Da jedoch die Menge aller Beschriftungen eines Baumes endlich
ist, besteht die Option diese Menge als eine Liste darzustellen.

fun labels :: "’a tree = ’a list"
where

"labels Leaf = []"
| "labels (Node 1 1t rt)

=1 # (labels 1t @ labels rt)"

Die Funktion labels liefert in der Tat eine Liste zuriick und kann nun mit Hilfe
des Codegenerators in die Zielsprache iiberfiihrt werden.

export code label_list in OCaml file "labels.ml"

Die Ausgabedatei labels.ml hat darauthin folgende Gestalt:

module List =
struct

let rec append
x0 ys = match x0, ys with x :: xs, ys -> x :: append Xs ys
I 1, ys > ys;;

end;; (*struct Listx)

module Beispiel =
struct

type ’a tree = Node of ’a * ’a tree * ’a tree | Leaf;;
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let rec labels

= function
Node (1, 1t, rt) -> 1 :: List.append (labels 1t) (labels rt)
| Leaf -> [1;;

end;; (*struct Beispiel)

Die rekursiv definierte Funktion labels resultiert in einer entsprechend geeig-
neten Form als OCaml-Funktion. Dabei wird das Pattern Matching beim Uber-
gang in die Zielsprache entsprechend {ibernommen. Der syntaktische Zucker je-
doch wird erwartungsgemaf aufgeldst. In diesem Beispiel erkennt man das an der
Syntax fiir Listen: Die Infixnotation @ wird entsprechend in die dazugehérige De-
finition umgeschrieben. Interessant ist aufserdem die Tatsache, dass Listen beim
Ubergang auf Listen der Zielsprache abgebildet werden. Dazu ist der Codegene-
rator von Isabelle/HOL speziell vorkonfiguriert (vgl. [13, Abschnitt 1.5.6]).

Nun hat die Funktion labels aber einen kleinen Schonheitsfehler: Die Model-
lierung von Mengen durch Listen fiihrt implizit die Eigenschaft ein, dass Listen
mehrere gleiche Elemente enthalten kénnen. Um diesem Problem entgegen zu
wirken, ist eine Funktion hilfreich, die doppelte Elemente aus einer Liste ent-
fernt:

fun remdups :: "’a list = ’a list"
where
"remdups [ = [1"
| "remdups (x#xs)
= (if x € set xs then remdups xs
else x # remdups xs)"

Um zu iiberpriifen, ob ein Element x in der Restliste xs enthalten ist, verwendet
diese Funktionsdefinition die Element-von-Beziehung auf Mengen. Da bekannt-
lich Mengen und damit Operationen auf Menge nicht direkt implementierbar
sind, ergibt sich auf diese Weise ein Problem fiir die Codeerzeugung. Isabelle
bietet jedoch die Moglichkeit wéhrend dem Codeerzeugungsprozess bestimmte
Ausdriicke dquivalent umzuschreiben. Dazu formuliert man die entsprechende
Aquivalenz in einem Lemma, beweist die Aussage und markiert dieses als fiir den
Codeerzeugungsprozess relevant.

lemma [code inline]:
"X € set xs «— X mem xs8"
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Das Markierung ,,code inline” legt gerade fest, dass wiahrend der Codegenerie-
rung die linke Seite dieser Aquivalenz durch die rechte Seite ersetzt werden soll.
Dabei ist die Infix-Funktion mem, die das Enthaltensein eines Elements in einer
Liste testet, so definiert, dass daraus direkt ausfiihrbarer Code erzeugt werden
kann.

6.2 Ubergang zu allgemeinen LTL-Formeln

6.2.1 Transformation in Negationsnormalform

Im Prinzip besteht bereits jetzt die Moglichkeit nach der Vorarbeit aus Kapitel 5
Code aus der Isabelle-Spezifikation zu generieren. Die Funktion create_lgba aus
Abschnitt 5.3.2.2 erzeugt bereits einen LGBA aus einer LTL-Formel. Jedoch ist
die Eingabeformel bisher in expliziter Negationsnormalform! (vgl. Abschnitt 5.2).
Beliebige LTL-Formeln haben aber einen anderen Typ und kénnen somit nicht
als Argument fiir create_lgba verwendet werden. Um aus einer beliebigen LTL-
Formel den entsprechenden LGBA konstruieren zu kénnen, muss diese zun#chst
in die implizite Negationsnormalform? iiberfiihrt werden. Fiir diesen Zweck wurde
in Abschnitt 5.1.3 die Funktion pushneg definiert. Zusétzlich ist eine Funktion
notwendig, die diese eine LTL-Formel in impliziter Negationsnormalform in eine
explizite Form tiberfiihrt.

fun transf_frml :: "LTL.frml = frml"

where

"transf_frml true = true,"

"transf_frml false = false,"

"transf_frml prop(q) = prop,(q"

"transf_frml (not prop(q)) = nprop,(g)"

"transf_frml (y and ) = transf_frml ¢ and, transf_frml "
"transf_frml (¢ or %) = transf_frml ¢ or, transf_frml ¢"
"transf_frml (X ¢) = X, (transf_frml )"

"transf_frml (o U ¢) = transf_frml ¢ U, transf_frml "
"transf_frml (¢ V ¢) = transf_frml ¢ V, transf_frml ¢"

!Eine LTL-Formel des Datentyps aus Abschnitt 5.3.2.2 ist in expliziter Negationsnormal-
form.

’Eine allgemeine LTL-Formel im Sinne von Abschnitt 5.1 heifit in impliziter Negationsnor-
malform, falls sie die Anforderungen gemaft Abschnitt 5.1.3 erfiillt.
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Diese Funktionsdefinition® sieht in der Tat zunichst unvollstindig aus. Wird
als Eingabeparameter eine negierte Formel, die nicht gerade mit einer negierten
Proposition identisch ist, iibergeben, so kann die Funktion auf einem solchen
Wert nicht weiter berechnet werden. Wenn man jedoch vorher die Eingabeformel
mittels pushneg in die implizite Negationsnormalform {iberfiihrt, besteht dieses
Problem nicht mehr. Folglich kann man nun die Funktion, die ausgehend von
einer beliebigen LTL-Formel den entsprechenden LGBA konstruiert, wie folgt
definieren.

definition create_lgba’ :: "frml = node lgba"
where
"create_lgba’ ¢ = create_lgba (transf_frml (pushneg ))"

Obwohl man die Korrektheit dieser Konstruktion ausgehend von der Korrekt-
heitseigenschaft fiir create_lgba in Theorem 4.1 direkt einsehen kann, bietet es
sich an, diese Eigenschaft auf der Ebene von Isabelle/HOL herzuleiten.

6.2.2 Herleitung der Korrektheit

Zunichst einmal ist es erforderlich, zu zeigen, dass die Semantik beim Ubergang
von einer allgemeinen LTL-Formel in eine LTL-Formel in expliziter Negations-
normalform erhalten bleibt.

lemma 1tl_nnf_equiv:
shows "¢ = ¢ «—— ¢ |, transf_frml (pushneg )"

Da die Tatsache, dass die Funktion pushneg die Semantik erhilt, wie in Ab-
schnitt 5.1.3 beschrieben, bereits feststeht, bleibt nur noch zu zeigen, dass die
Funktion transf_frml nichts an der Semantik &ndert. Diese Aussage ldsst sich
im Wesentlichen induktiv zeigen, erfordert aber auch die Beriicksichtigung des
Lemmas pushneg_neg_struct aus Abschnitt 5.1.3, das gerade besagt, wie ne-
gierte Formeln nach Anwenden der Funktion pushneg aussehen kénnen.

Fiir die Spezifikation der Korrektheitseigenschaft wurde in Theorem 4.1 (vgl.
Abschnitt 5.3.3.2) die Funktion get_props verwendet, um aus der Eingabeformel,
die als LTL-Formel in expliziter Negationsnormalform vorliegt, alle Propositionen
zu extrahieren und um so implizit die Menge Prop festzulegen. Eine dhnliche
Funktion ist nun fiir allgemeine LTL-Formeln erforderlich.

8Der Typ LTL.frml steht dabei fiir allgemeine LTL-Formeln aus Abschnitt 5.1.
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fun get_props’ :: "LTL.frml = prop set"

where

"get_props’ prop(p) = {p}"

"get_props’ (not ¢) = get_props’ "

"get_props’ (p and v¢) = get_props’ ¢ U get_props’ ¢"
"get_props’ (¢ or 1) = get_props’ ¢ U get_props’ ¢"
"get_props’ (X @) = get_props’ ¢"

"get_props’ (p V ¢) = get_props’ ¢ U get_props’ ¢"
"get_props’ (p U ¢) = get_props’ ¢ U get_props’ ¢"
"get_props’ _ = {}"

Entscheidend ist dabei, die Tatsache, dass die so definierte Funktion get_props’
fiir eine beliebige LTL-Formel die gleiche Menge von Propositionen berechnet,
wie die Funktion get_props fiir die entsprechende L'TL-Formel in expliziter Ne-
gationsnormalform.

lemma props_nnf_eq:
shows "get_props’ 1 = set (get_props (transf_frml (pushneg )))"

Mit den so definierten Funktionen und deren Eigenschaft 1dsst sich nun Theorem
4.1 fiir allgemeine LTL-Formeln wie folgt formulieren:

theorem T4_17:
assumes "Vi. £ i € Pow (get_props’ ¢)"
shows "lgba_accept (create_lgba’ ¢) & «—— & | "

Dieses modifizierte Theorem folgt direkt aus Theorem 4.1 (vgl. Abschnitt 5.3.3.2)
und den oben hergeleiteten Eigenschaften.

6.3 Codeerzeugung fiir LGBA-Konstruktion

Ausgehend von der Tatsache, dass sich die LGBA-Konstruktion, gegeben durch
die Funktion create_lgba’, gemdfs ihrer Spezifikation verhalt, lasst sich nun un-
ter der Annahme, dass der Codegenerator von Isabelle fehlerfrei funktioniert, Co-
de aus dieser Konstruktion ableiten, der sich ebenfalls geméfs seiner Spezifikation
korrekt verhélt. Zuvor ist es jedoch erforderlich, Operationen auf endlichen Men-
gen, die in der Definition von expand aus Abschnitt 5.2.3.4 verwendet werden,
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dquivalent so umzuschreiben, dass daraus ausfithrbarer Code generiert werden
kann.

Wie die Element-von-Beziehung fiir Mengen entsprechend dquivalent umgeschrie-
ben wird, wurde am Anfang von Kapitel 6 bereits anhand eines Beispiels erldu-
tert. Eine weitere Operation auf endlichen Mengen, die in der Definition von
expand verwendet wird, ist der Gleichheitstest. Dieser kann auf die Teilmengen-
beziehung reduziert werden, die wie folgt implementiert wird:

lemma [code inline]:
shows "set xs C set ys «— 1list_all (Ax. x mem ys) xs"

Dabei ist die Funktion 1ist_all fiir die Argumente P und xs so definiert, dass
der Riickgabewert dieser Funktion nur dann True ergibt, wenn das Pridikat P
fiir alle Elemente der Liste xs erfiillt ist.

Die Teilmengenbeziehung kann nun zur Implementierung des Gleichheitstests auf
Mengen herangezogen werden:

lemma [code inline]:
shows "set xs = set ys «— set xs C set ys A set ys C set xs"

Unter Verwendung dieser Identitdt liefert das folgende Kommando den entspre-
chenden OCaml-Code fiir die Funktion create_lgba’:

export code create_lgba’ in OCaml file "1t121gba.ml"

Der Code der Datei 1t121gba.ml kann nun mit Hilfe des OCaml-Compilers aus-
fiihrbar gemacht werden.

6.4 Demo-Anwendung

Zu Demonstrationszwecken habe ich basierend auf der OCaml-Quelldatei, die als
Ausgabe des Codegenerierungsprozesses aus Abschnitt 6.3 hervorgeht, eine fertige
Anwendung konzipiert. Diese erwartet als Eingabe eine LTL-Formel (als String)
und liefert den entsprechenden LGBA (in textueller Form) aus. Im Wesentlichen
basiert das Konzept dieser Anwendung auf drei Modulen, wie folgende Abbildung
zeigt:
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Eingabe *> Frontend LTL2LGBA

N

Driver

A

Ausgabe

Abbildung 6.1: Konzept der Anwendung

Wihrend das Modul LTL2LGBA vollkommen automatisch durch den Codege-
nerator von Isabelle erzeugt wird, besteht das Frontend sowie der Driver aus
Code, der aufserhalb von Isabelle erstellt wurde. Dabei setzt sich das Frontend
aus einem Lexer und einem Parser zusammen. Beim Lexer (oft auch Scanner ge-
nannt) handelt es sich hauptséichlich um eine Funktion, die einen Eingabestring
in Sinneinheiten unterteilt und auf so genannte Terminalsymbole abbildet. Diese
Terminalsymbole sind Reprédsentanten der jeweiligen Sinneinheiten. Der Parser
wiederum analysiert die Terminalsymbole, die der Lexer liefert, bzgl. einer Gram-
matik, ob es sich um eine giiltige Eingabe handelt oder nicht. Sowohl den Lexer als
auch den Parser habe ich mit Hilfe des Lexer- bzw. Parsergenerators fiir OCaml
(ocamllex, ocamlyacc) realisiert. Solche Generatoren erlauben es, ausgehend von
einer einfachen Spezifikationssprache einen Lexer bzw. einen Parser automatisch
erstellen zu lassen.

Die Spezifikation des Lexers besteht hauptsédchlich aus einer reguléren Gramma-
tik:

let ident - [7a7_7z7] I:)a)_JZ7 ’A’—’Z’ y 707_797]*

rule token = parse
[ 2 °\t> \r’]+ { token lexbuf }
| > { NOT }
| °X? { NEXT }
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| °F° { FINAL }

| °G? { GLOBAL }

[ 212 2 {0OR }

| &> & { AND }

| 7-2 >2 { IMPLIES }

| °U° { UNTIL }

| 2 { LPARENT }

[ 2)? { RPARENT }

| ident as id { scan_ident id }
| eof { EOF }

Die Symbole NOT, NEXT usw. sind gerade Terminalsymbole. Beim Verarbeiten des
Eingabestrings wird etwa das Zeichen X auf das Terminalsymbol NEXT abgebildet.
Man erhélt folglich fiir eine giiltige Eingabe eine Folge von Terminalsymbolen.
Die Hilfsdefinition ident legt gerade fest, wann eine Zeichenkette als Bezeichner
betrachtet wird. Die Hilfsfunktion scan_ident erkennt dabei die zwei ausgezeich-
neten Bezeichner true und false:

let scan_ident id =
match id with
"true" -> TRUE
| "false" -> FALSE
| _ -> IDENT (str_to_cl id)

Die Funktion str_to_cl iiberfiihrt einen String in eine entsprechende Liste von
Buchstaben, da Isabelle Strings als solche Listen représentiert. Auf diese Wei-
se wird bereits jetzt der Ubergang zu LTL-Formeln des Moduls LTL2LGBA
vorbereitet.

Nachdem der Lexer den Eingabestring in die entsprechende Folge von Terminal-
symbolen erfolgreich iiberfithrt hat, ibergibt dieser die Ausgabe an den Parser.
Der Parser ordnet geméfs einer kontextfreien Grammatik den Terminalsymbolen
eine LTL-Formel im Sinne der Isabelle-Definition zu.

input: formula EOF { $1 }

formula: IDENT { LTLProp $1 }
| TRUE { LTLTrue }
| FALSE { LTLFalse }
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| NOT formula { LTLNeg $2 }
| NEXT formula { LTLNext $2 }
| FINAL formula { LTLUntil (LTLTrue, $2) }
| GLOBAL formula { LTLNeg
(LTLUntil
(LTLTrue, LTLNeg $2)) }
formula OR formula { LTLOr ($1, $3) }
formula AND formula { LTLAnd ($1, $3) }

formula UNTIL formula { LTLUntil ($1, $3) }

|
|
| formula IMPLIES formula { LTLOr (LTLNeg $1, $3) }
|
| LPARENT formula RPARENT { $2 }

Die Nichtterminale dieser Grammatik sind input und formula. Gleichzeitig ist
input das Startsymbol. Die Terminalsymbole sind die Terminale der Grammatik.
Jede rechte Regelseite wird mit einer LTL-Formel gleichgesetzt. Dabei referenziert
$n das n-te Grammatiksymbol der rechten Regelseite.

Mit dem Frontend besteht nun die Mdoglichkeit einen String in eine LTL-Formel
abzubilden. Die LTL-Formel kann dann direkt an die Funktion create_lgba des
Moduls LTL2LGBA iibergeben werden. Diese Arbeit und zusétzlich die textuelle
Ausgabe des resultierenden LGBA erledigt das Modul Driver.

Beispiel Das kompilierte Programm aufgerufen mit der Eingabeformel ,p U q”
(vgl. Abbildung 5.2 auf Seite 57) liefert folgende Ausgabe:

INCOMING: [2, 1]

TRANSITIONS: [3->3, 2->3, 1->2, 1->1]

ACCEPTANCE SETS: [[3, 211

LABELS: {3->[[1, [ql, [pl, [p, qll, 2->[[ql, [p, ql1, 1->[[pl, [p, qll}

Analog zur Abbildung 5.2 muss der Pfad, der stets im Zustand 1 verbleibt, zu-
riickgewiesen werden. Die Akzeptanzmenge sorgt dafiir, dass dies geschieht. Die
Beschriftung des Zustands 1 fordert, dass zumindest die Proposition p erfiillt sein
muss. Gleiches gilt fiir die Beschriftung des Zustands 2 und die Proposition q. In
Zustand 3 dagegen wird keinerlei Forderung an die Erfiillbarkeit einer Proposi-
tion gestellt. Aus diesem Grund sind auch nur Zustdnde 1 und 2 Startzustinde.
Wiéhrend mit Zustand 2 Pfade beginnen, in denen bereits zu Beginn q erfiillt ist,
erfordern Pfade, die mit Zustand 1 beginnen, zunichst die Erfiillbarkeit von p.
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Tests Ich habe die Demo-Anwendung auf so genannten Formeln mit n Fair-
nessbedingungen der Form —((GFp1 A ... AGFp,) — G(q — Fr)) fiir n = 1 bis
n = 6 getestet. Wahrend die Ausfiihrung fiir n < 5 auf meinem Notebook mit
einer 1.7 GHz CPU und 1 GB RAM stets unter einer Minute blieb, ben&tigte die
Berechnung fiir n = 6 ca. 12 min. In Anbetracht der Ergebnisse, die Gastin und
Oddoux [16] in ihrer Arbeit festgestellt haben, ist das ein relativ guter Wert.



Kapitel 7

Schlusswort

In dieser Diplomarbeit habe ich das Verfahren von Gerth et al. [1] zur Erzeugung
von Biichi-Automaten aus LTL-Formeln mit Hilfe des interaktiven Theorembe-
weisers Isabelle/HOL implementiert und nachgewiesen, dass meine Implemen-
tierung entsprechende Korrektheitseigenschaften erfiillt. Des weiteren habe ich
gezeigt, dass aus meiner Implementierung mit Hilfe des Codegenerators von Isa-
belle Code erzeugt werden kann, um daraus ausfiihrbare Programme konstruieren
zu kénnen. Im Wesentlichen handelt es sich bei dieser Vorgehensweise um einen
brauchbaren Ansatz, um zuverldssige Programme entwickeln zu kénnen. Jedoch
gilt es dafiir eine Reihe schwer iiberwindbarer Hiirden zu nehmen. Eine solche
Implementierung erfordert ndmlich eine hohe Zeitinvestition. Gegeniiber iiblichen
Herangehensweisen Programme zu entwickelt, gilt es eine Reihe von Korrekt-
heitseigenschaften wie etwa die Terminierung von (rekursiven) Funktionen nach-
zuweisen. Je nach Komplexitdt der Implementierung kann das beliebig viel Zeit
in Anspruch nehmen. Insgesamt habe ich fiir meine Implementierung gute 3 Mo-
nate bendtigt. Grob geschitzt umfassen die dazugehorigen Theoriedateien 6800
Zeilen Code. Und es besteht noch Optimierungspotential: Die Reprisentation der
Mengen kénnte man etwa durch sortierte Listen vornehmen, um die Effizienz der
Implementierung zu erhéhen. Weiterhin sollte das Design der Implementierung
nach Moglichkeit von Anfang an feststehen. Besteht Bedarf dieses im Nachhinein,
also nachdem sdmtliche Korrektheitsheweise gefiihrt worden sind, zu dndern, so
sieht man sich in der Regel vor die Aufgabe gestellt, diese Beweise entsprechend
modifizieren zu miissen. Bereits eine geringe Anpassung einer umfangreicheren
Implementierung kann einen hohen Anderungsaufwand der Beweisfithrung nach
sich ziehen.

In jedem Fall lohnt sich diese Vorgehensweise der Softwareentwicklung fiir Funk-

86
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tionen, die besonders kompliziert sind und deren Korrektheit mit blofsfem Hin-
sehen nur schwer einsehbar ist. Auch in Einsatzgebieten wie dem Modellpriifen,
in denen eine zuverldssige Funktionsweise der Software zwingend erforderlich ist,
kann diese Vorgehensweise von Vorteil sein. Ich konnte mir dabei vorstellen, dass
man klassische Entwicklungsumgebungen mit Isabelle/HOL kombiniert. Schwer
einsehbare Programmteile wiirde man dann mit Isabelle/HOL implementieren,
verifizieren und in Code iiberfithren. Den resultierenden Code kénnte man schliefs-
lich als eine Art Bibliothek betrachten, um diese im klassischen Sinne weiter zu
verarbeiten.
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